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ΗΡΟΛΟΓΟΣ 


Η παρούσα εργασία αποτελείται από δύο µέρη. 

Στο πρώτο µέρος γίνεται µια λεξικολογική , ιστορική, εννοιολογική, λογική, 
επιστηµολογική και παιδαγωγική προσέγγιση στο αντιπαράδειγµα σε σχέση µε τον 
Απειροστικό Λογισμό. Επίσης γίνεται µια προσέγγιση σε ιστορικά παραδείγματα του 
Απειροστικού Λογισμού καθώς και σε λάθη που έκαναν μεγάλοι μαθηματικοί πάνω 
στην διαίσθηση του απείρου. Αναδεικνύεται έτσι η δυσκολία κατανόησης της έννοιας 
του απείρου καθ΄ εαυτής, αλλά και ὧς πηγής επιστηµολογικών και διδακτικών 
εμποδίων . Φαίνεται έτσι η ανάγκη εισαγωγής του αντιπαραδείγµατος στην 
διδασκαλία του Απειροστικού Λογισμού, ως παράγοντα άρσης και θεραπείας 
παρανοήσεων ή και βελτίωσης λανθασμένων νοητικών αναπαραστάσεων τῶν 
δύσκολων εννοιών που πραγματεύονται το άπειρο και το απειροστό. 

Στο δεύτερο μέρος παρουσιάζουμε διδακτικά παραδείγματα και 
αντιπαραδείγµατα , κάνοντας µια κάλυψη σε όλα τα κεφάλαια του Απειροστικού 
Λογισμού µε συναρτήσεις µιας πραγματικής μεταβλητής . Έμφαση δίδεται στα 
βασικά κεφάλαια, όπως . των ακολουθιών όπου μελετάται εκτεταμένα η θεμελιώδης 
έννοια της σύγκλισης µέσω της πλέον απλής έννοιας συνάρτησης όπου μπορεί να 
υπάρχει σύγκλιση , όπως είναι η ακολουθία πραγματικών αριθμών. Γενικά , η έννοια 
του ορίου ὡς η πλέον βασική έννοια του Απειροστικού Λογισμού , μελετάται 
προσεκτικά και πλήρως. 

Ειδικότερα: 

Ελήφθη μέριμνα έτσι ώστε όλες οι εφαρμογές που παρουσιάζονται να έχουν 
πληρότητα παρουσίασης και να καταγράφονται λεπτομερώς όλα τα βήματα µιας 
απόδειξης , ώστε να µπορεί να χρησιμοποιηθεί και ὡς βοήθημα από έναν τελειόφοιτο 
Λυκείου μέχρι και τον πτυχιούχο Μαθηματικό. Ακόμα, στη έκταση τῶν εννοιών που 
καλύπτει η παρούσα εργασία, κρίθηκε σκόπιμο, εκτός από τα θεμελιώδη εισαγωγικά 
κεφάλαια του, ορίου συνάρτησης, συνέχειας συνάρτησης, παραγώγισης , μελέτης 
συνάρτησης και ολοκλήρωσης, τα οποία καλύπτονται από το αναλυτικό πρόγραµµα 
του Λυκείου, να εισαχθούν και τα κεφάλαια των Ακολουθιών και τῶν Σειρών .Αυτά 
δεν διδάσκονται πλέον στο Λύκειο, αλλά μπορούν να εισαχθούν στο μέλλον όπως 
άλλωστε υπήρχαν και παλιότερα. Επίσης, κρίθηκε αναγκαίο, να υπάρχει και η ύλη 
που καλύπτεται συνήθως στο πρώτο έτος τῶν σχολών τῶν Θετικών Επιστημών και 


των Πολυτεχνείων. Ἔτσι καλύψαμε το ολοκλήρωμα Κίεπιαπη, την ομοιόμορφη 
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συνέχεια, την ομοιόμορφη σύγκλιση ακολουθιών και τα γενικευµένα ολοκληρώματα. 
Όλα πλέον τα κεφάλαια, δεν καλύφθηκαν σε βασικό επίπεδο, αλλά σε προχωρημένο 
για λόγους πληρότητας. 

Στην εργασία µας, υπάρχουν κάποια πρωτότυπα σηµεία που είναι τα εξής: 

Στο πρώτο μέρος: 

1.Εκφράζουµε την εικασία , ότι ο όρος «αντιπαράδειγμα» δεν είναι 
μετάφραση του Αγγλικού όρου «οοιπίετοεχαπιρΙθ) αλλά προέρχεται από το 
αρχαιοελληνικό ρήμα αντιπαραδείκνυµι το οποίο συναντάται στα γραπτά του 
Γρηγορίου Νύσσης. Η εικασία µας εδράζεται στην σηµασία του ρήματος σε 
συγκεκριμένη χρήση του όπου παρατίθεται αντιπαράδειγµα σε ορισμό του «αληθούς 
άρτου» και απ΄ όπου ευθέως εξάγεται η αντίστοιχη σημασία για το ουσιαστικό 
«αντιπαράδειγµα) (Α. 1.4. αυτόθι) 

2. Παραθέτουμε δύο αρχαίες χρήσεις του αντιπαραδείγµατος Ένα στον 
«Γοργία» του Πλάτωνος, (υπάρχει σε ξενόγλωσση βιβλιογραφία και συγκεκριµένα 
στο διαδίκτυο) και το άλλο στους «Βίους Φιλοσόφων» του Διογένους Λαερτίου. 
(υπάρχει σε βιβλιογραφία, αλλά όχι µε την σημασία του αντιπαραδείγματος)(Α].5 
αυτόθι) 

3. Διερενούμε την συχνότητα εμφάνισης του διεπιστημονικού όρου 
«αντιπαράδειγμα» στην γλώσσα µας σε σχέση µε τον αντίστοιχο αγγλικό όρο . µε 
προσφυγή στις διαδικτυακές μηχανές αναζήτησης. (Α].] ὅς ΑΙ.2 αυτόθι) 

4. Διερευνούμε τις λεκτικές μαθηματικές διατυπώσεις που υποκρύπτουν 
αντιπαράδειγµα.(Α.3.3 αυτόθι) 

5. Παραθέσαμε συγκεντρωτικά τις ιδιότητες κάποιων «πασπαρτού» 
παραδειγμάτων και αντιπαραδειγμάτων του Απειροστικού Λογισμού που είναι η 
ακολουθία αν-(-1)᾽ , η αντίστοιχη σειρά Σον" καθώς και η συνάρτηση του 
ΓιτιοΠ]εί (και παραλλαγές της ) Έκπληξη προκαλεί πώς τόσο λίγα παραδείγματα 
έχουν τόσο ενδιαφέρουσες ιδιότητες που είναι διδακτικά πάρα πολύ χρήσιμες στην 
κατάδειξη λεπτών σημείων της θεωρίας που χρήζουν διασαφήσεως. 

6. Επεξετείναµε ένα υπόδειγμα για τα παραδείγματα και αντιπαραδείγµατα 
του 1. Αραχωβίτη που βρήκαμε στα Πρακτικά του 19”’ Συνεδρίου της ΕΜΕ στο 
άρθρο του «Έννοιες και Ιδέες από την Ἱστορία των Μαθηματικών αρωγοί στην 
σύγχρονη διδακτική τους»; σελ. 169-17! . Ουσιαστικά καταστήσαµε λίγο πιο 


λεπτομερές το υπόδειγμα (μοντέλο) που περιγράφει το πεδίο κατανόησης µιας 
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έννοιας και τον ρόλο τῶν κλάσεων παραδειγμάτων και τῶν αντιπαραδειγµατων στην 
κατανόησή της. Η επέκταση στην οποία προέβημεν έγκειται στην θεώρηση 
υποκλάσεων αντιπροσωπευτικών παραδειγμάτων και αντιπαραδειγµάτων ος προς μία 
ιδιότητα που θέτει εκ τῶν προτέρων κάποιος και η οποία είναι μεν υποκειμενική, 
αλλά όχι και αυθαίρετη, αφού τίθεται ὡς απάντηση σε διδακτικά ή επιστηµολογικά 
εμπόδια που συναντούν οι µαθητές. 

Επίσης, στο λεπτομµερέστερο αυτό υπόδειγμα , ανακαλύπτουμε µια πρακτική 
εφαρμογή του στον έλεγχο της διδακτικής πληρότητας ενός βιβλίου σύμφωνα µε εκ 
των προτέρων γνωστά και κοινοποιούμενα κριτήρια. Γινόμαστε σαφείς µε ένα 
συγκεκριµένο παράδειγµα: 

Στην προκήρυξη συγγραφής ενός βιβλίου Απειροστικού Λογισμού, για το 


κεφάλαιο «Σύγκλιση ακολουθίας» τίθεται ο όρος «πληρότητα τῶν παρουσιαζομένων 


παραδειγμάτων σύγκλισης στο ας] ως προς την κατεύθυνση σύγκλισης» Λέγοντας 
«κατεύθυνση σύγκλισης»; συμφωνούμε να ορίζουμε τις δυνατές κλάσεις 
παραδειγμάτων σύγκλισης στο α που καθορίζονται από το πλήθος τῶν όρων τους που 


είναι δεξιά του α, αριστερά του α ή ίσοι µεα και φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 


Κλάση | Πλήθος Πλήθος | Πλήθος Εκπλήρωση ασθενέστερης συνθήκης από την 
όρων «α | όρων-α | όρωνρα | |ᾳ,.-α|-ε, σν »ν(ε) 

(πι) πεπ/νο | πεπ/νο | πεπ/νο | Δεν τις εξετάζει ο Απειροστικός Λογισμός 

(112) ο0 πεπ/νο |πεπ/νο |0«α-α,«ε,υνΣνι(ε) 

(Τη) πεπ/νο | οο πεπίνο |θ0-α-α,«ε , ὕν᾽Σνι(ε) 

(1) πεπ/νο | πεπ/νο | ου θς«α,-α-«ε,υνσνι(ε) 

(Π:) ο0 ο0 πεπινο |0ζα-α,«ε,ὕνΣνι(ε) 

(Πο) ο0 πεπ/νο | οὐ θ«α,-ακ-ε. Ὺν Σνρ(ε) 

(Π7) πεπ/νο | ου ο0 θΟςα,-α«ε,υνσνι(ε) 

(16) ο0 ο0 ο0 α,-ακε ,υνΣνι(ε) 


Η κάθε κλάση ακολουθιών από την (112) έως και (Πε) . έχει άπειρους και 
υπεραριθµήσιµους μάλιστα αντιπροσώπους. 

Όμως , φθάνει και µόνο ένα παράδειγµα από την κλάση (119) για να 
δικαιολογήσει πλήρως τον ορισμό. Ένα τέτοιο παράδειγµα θα μπορούσαμε 


συμφωνήσουμε να το λέμε πλήρες εξ αιτίας αυτής του της ιδιότητας. 
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Επίσης πρέπει να σχολιασθεί το εξής: 

Αν σε ένα διδακτικό βιβλίο ακολουθιών υπάρχουν παραδείγματα από τις 
κλάσεις (112)-(117) ενώ δεν υπάρχει κανένα παράδειγµα από την κλάση (ΠΠ) τότε η 
τελική συνθήκη του ορισμού σύγκλισης, θα μπορούσε να έχει μια μορφή διάζευξης 
των ασθενεστέρων συνθηκών (112) έως (117) η οποία είναι κι αυτή µια ασθενέστερη 
συνθήκη . Συνεπώς , αν δεν παρατίθεται έστω και ένα παράδειγµα της κλάσεως 
(19) . ο γνωστός ορισμός της σύγκλισης δεν δικαιολογείται πλήρως . Από την 
προσωπική του αντίληψη , κάθε αναγνώστης που ασχολείται µε τα μαθηματικά 
καταλαβαίνει την σπανιότητα παράθεσης παραδείγματος ακολουθίας σαν την 


1 
5--, αν νΞ2κ 
ν 


(ἄν)γνεν ἄν -45 «αν ν-Ώκ-] η οποία συγκλίνει στο 5 και μόνη της 


ΕΕ ὃν νΞ2κ-2 
ν 


δικαιολογεί πλήρως τον ορισμό. Η παράθεση οσουδήποτε πλήθους παραδειγμάτων 
από όλες τις άλλες κλάσεις δεν δικαιολογούν πλήρως την απαίτηση εκπλήρωσης της 
ισχυρότερης συνθήκης |α, -αἰςκε , ὕννι(ε) , άρα και τον ίδιο τον ορισμό. 

Επομένως από τα παραπάνω , καθίσταται σαφές το παιδαγωγικό περιεχόµενο 
του τεθέντος κριτηρίου, το οποίο προσλαμβάνει και αντικειμενικό πλέον χαρακτήρα. 

Αναλόγως τίθενται και κριτήρια αντιπαραδειγµάτων µη σύγκλισης για τα 
οποία ένα κριτήριο ταξινόμησης θα μπορούσε να είναι λ.χ. ο αριθµός των οριακών 
αριθμών της ακολουθίας. Έτσι δημιουργούνται οι κλάσεις : (9Οι ακολουθίες που 
έχουν δύο τουλάχιστον οριακούς πραγματικούς αριθμούς (1) Οι ακολουθίες που 
συγκλίνουν στο -Γοο(Π)Οι ακολουθίες που συγκλίνουν στο -ο0 (11) Οι ακολουθίες 
που έχουν ως οριακό «αριθμό» το-οὈο είτε το -οο και τουλάχιστον ένα ακόµη 
πραγµατικό αριθµό. Κάποιος θα μπορούσε να θεωρήσει αν το θεωρεί διδακτικά 
αναγκαίο και υποκλάσεις ανάλογα µε το αν οι µη συγκλίνουσες ακολουθίες έχουν 
άπειρους ή πεπερασμένους οριακούς αριθμούς. 

Το βέβαιο από τα παραπάνω είναι, ότι για την πλήρη παρουσίαση της έννοιας 
της σύγκλισης σε ένα εγχειρίδιο, θα πρέπει να υπάρχουν αντιπρόσωποι από όλες τις 
κλάσεις παραδειγμάτων και αντιπαραδειγμάτων.(Δ4.]. αυτόθι) 

7. Στο τέλος κάθε κεφαλαίου στο Β΄ μέρος, υπάρχουν και σύντομες οδηγίες 
για την κατασκευή βασικών παραδειγμάτων επί του κεφαλαίου , κάτι που δεν 


γνωρίζουμε να υπάρχει στην ελληνική τουλάχιστον βιβλιογραφία. 


8. Κάποια σχόλια και αντιπαραδείγµατα επί τῶν δυνατοτήτων προγραμμάτων 
τῶν Η/Υ και στον ικανοποιητικό ή µη βαθµό σχεδίασης γραφημάτων είναι επίσης 
δικά μας.(Β.3.3.], Β4.].6, Β11.Ι.15) Ευάριθµα επίσης ερωτήματα τύπου ύπαρξης ή 
ισχυρισμού που καταρρίπτεται µε αντιπαράδειγµα σε κάθε κεφάλαιο είναι δικά µας 
χωρίς βεβαίως τα παρατιθέµενα αντιπαραδείγµατα να διεκδικούν μαθηματική 
πρωτοτυπία. 

Τέλος, ο ίδιος ο τίτλος της εργασίας µας διεκδικεί πρωτοτυπία στην Ελληνική 
βιβλιογραφία καθώς και η επιλογή αξιόλογων παραδειγμάτων που διευκρινίζουν 
θέματα θεωρίας ή επέχουν θέση αποδείξεως σε επίσης λεπτά σηµεία τῶν εννοιών του 
Απειροστικού . 

Θέλουμε να πιστεύουμε ότι η παρούσα εργασία θα είναι χρήσιμη για όλους 
τους αναγνώστες φοιτητές ή ασχολούμενους µε τα μαθηματικά γενικώς. 


ΕΠΗ. 
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1. Η λεξικογραφία του αντιπαραδείγµατος. 


1.1. Η αναζήτηση στα διάφορα λεξικά 


Εντύπωση προκαλεί η σπανιότητα καταγραφής του όρου 
«αντιπαράδειγµα) στα Ελληνικά αλλά και στα ξενόγλωσσα λεξικά. Αυτό 
µπορεί να αποδοθεί στο γεγονός ότι ο όρος αποτελεί νεολογισµό , είναι δηλαδή 
κατασκευασμένη στα νεώτερα χρόνια λέξη, δεν υπάρχει στα αρχαία Ελληνικά 
και μάλιστα είναι μεταφρασμένος όρος από τον αντίστοιχο Αγγλικό 
(οοιπίοτεχαπαρἰθ) «Αυτό τουλάχιστον αναφέρει το γνωστό έγκυρο λεξικό 
Μπαμπινιώτη , αν και ανακαλύψαμε µια χρήση του ρήματος 
«αντιπαραδείκνυμι» στον Γρηγόριο Νύσσης µε σημασία αντίστοιχη του 
ουσιαστικού που φέρεται ως νεολογισµός. Όμως, η σπανιότητα καταγραφής 
του όρου «αντιπαράδειγμα» καθίσταται δυσεξήγητη αν αναλογισθούμε ότι 
απαντάται ήδη στην Ελληνική βιβλιογραφία τουλάχιστον από την δεκαετία του 
΄60ἱ , είναι διεπιστηµονικός όρος και όχι αυστηρά μαθηματικός, ενώ η 
καθημερινή του χρήση από ανθρώπους µε τουλάχιστον μέση εκπαίδευση 
συμπίπτει σχεδόν και µε το αυστηρά ορισμένο νόημα του όρου. 

Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει γνωστά λεξικά στα οποία 
ανατρέξαµε και στα οποία αναφέρεται ή µη ο όρος «αντιπαράδειγµα» 

Περιέχει 


Ταυτότητα λεξικού 
τον όρο 


-θμ ῷ ΓΙ: 
-Ὁ-ὑὙ- -ἰ-κ-ἰ--- 
Πάπυρος -Γατοι5ς --Βγιίαπηίσοα 61 τ. 5’ |] 
Αντίστροφο λεξικό Νέας Ελληνικής Γ.Ι. Κουρμουλή ΤΙ 
"Ἢ  Ε 
νη 


ΓΣε µια πρόχειρη αναζήτηση στην βιβλιοθήκη του Μαθηματικού Τμήματος του Παν. Αθηνών 
βρήκαμε το σύγγραμμα του Χρήστου Β. Γκλάβα «Εισαγωγή στην συνολοθεαωρία» που 
αναφέρεται στο αντιπαράδειγµα και στον μαθηματικό ορισμό του, (σελ. 86) το οποίο έχει 
εκδοθεί το 1967. 


Λεξικό Νέας Ελληνικής Γλώσσης- Σταματάκου 
Λεξικό Κοινής Νεοελληνικής -Τριανταφυλλίδη 
Επίτομο Εγκυκλοπαιδικό λεξικό Ελευθερουδάκη 


Λεξικό Πρωίας 21. ΟΧΙ 


Λεξικό Παιδεία -Εκδόσεις Σταφυλίδη 


Μέγα Αγγλοελληνικό λεξικό -Εκδόσεις Οδυσσέας. 4τ 


η 

| 

Επογε]ορϑεάϊ8 οἵ πιαίΠοπιαίίᾳς (6 τόμοι) 
Αγγλο-Ελληνικόν Λεξικόν Μαθηματικών όρων -Π.|ΟΧΙ 

Παπαγιαννακόπουλου Κα“ 
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1.2. Η αναζήτηση στον Παγκόσμιο Ιστό 


Ενδιαφέρον παρουσιάζει και η ποιοτική κατανομή της χρήσης της λέξης 
σε τομείς της ζωής µας. 

Μια περιήγηση στις γνωστές μηχανές αναζήτησης «οοβίε, ΑΙία Ψἱδία, 
Ὑαμοο οι οποίες υποστηρίζουν τα Ελληνικά, επί 65 διαφορετικών ιστοσελίδων 
που περιέχουν την λέξη «αντιπαράδειγμα» έδωσαν , ότι τα 2/3 αναφέρονται σε 
Μαθηματικά και το 1/3 περίπου σε άλλους τοµείς . 


Τα αποτελέσµατα φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 


Τομείς Συχνότητα Δημιουργήθηκε το ερώτημα αν 


πλ και κατά πόσον ο όρος 
Μαθηματικά «αντιπαράδειγµα» απαντάται 
Πηροφορηεῆ συχνότερα στην Ελληνική 
ο ος γλώσσα απ’ ότι στην Αγγλική 
- ή όχι Μια ενδεικτική 
Γραμματική 

- προσεγγιστική έρευνα θα ήταν 
Οικολογία 

: να δούμε αν οι λόγοι τῶν 
Λογική ' | 
συχνοτήτων εμφάνισης της 
Χημεία 

έ «Αντιπαράδειγµα» προ 
ὡς λέξης «Αντιπαράδειγµα» προς 


την λέξη «παράδειγμα» στις 


Τεχνολογία 


δύο γλώσσες είναι ίσοι. 


Θρησκεία Με προσφυγή στις υπηρεσίες 


Πολιτική ; : 
των μηχανών αναζήτησης, και 


Συξητήσεις ειδικά στην «οοβρίε «στις 
20/10/2003) βρήκαμε ότι ο 


λόγος τῶν ιστοσελίδων που 


Κινηματογράφος 
Δημοσιογραφία 


Συνδικαλισµός περιέχουν τουλάχιστον µία 


ΑΘΡΟΙΣΜΑ φορά την λέξη οχαπιρὶς σε όλες 


Κοινωνιολογία 


τις πτώσεις ενικού και πληθυντικού αριθμού είναι 221.000.000 ενώ για τον όρο 
οοιπίοτοχαπιρ]ε 195.000 . Έχομε έτσιτον λόγο 11133 . Στην Ελληνική οι 
αντίστοιχες απόλυτες συχνότητες στην ίδια μηχανή είναι 230.000 και 115 που 
δίνουν λόγο 1:2000 . Δεδομένου όμως του μικρού απολύτου μεγέθους του 
«αντιπαραδείγµατος») (115) δεν μπορούμε να διακινδυνεύσουµε κάποιο σαφές 
συμπέρασμα” « Ἐνισχύονται ίσως οι υποψίες ότι στην Ελλάδα ο όρος 
«αντιπαράδειγμα» δεν χρησιμοποιείται όσο και στην Αγγλόφωνη κοινότητα. 
Αν μάλιστα σκεφθούµε και τον παρεμφερή όρο «ΠΟΠ-ΕΧΔΠΙΡΙΘ» µε ή χωρίς 
συνδετικό που σηµαίνει «αντιπαράδειγµα σε ορισμό» (δηλ. «παράδειγµα που 


δεν εκπληροί ορισμό» το «μη- παράδειγµα» όπως κατά λέξη αποδίδεται) 


7 Να γίνει σαφές ότι δεν μετράμε τις συχνότητες εμφάνισης των όρων στην γραπτή γλώσσα 
γενικώς , αφού οἱ μηχανές εμφανίζουν σελίδες που περιέχουν τουλάχιστον µία λέξη κλειδί ανά 
σελίδα. Σε κάθε περίπτωση όμως, έχομε µια προσέγγιση της πραγματικότητας. 


ενισχύεται η υποψία αυτή αν και ο όρος έχει πολύ µικρή συχνότητα εμφάνισης 


(8.500 σε όλες τις πτώσεις ενικού και πληθυντικού , µε ή χωρίς συνδετικό) 


1.3. Η ερμηνεία τῶν λεξικών 


Παραθέτουµε τις ερμηνείες τῶν ελαχίστων λεξικών που περιέχουν τον όρο 


«αντιπαράδειγµα) και «Οουπίθτοχαπιρ]ο» 


ο Ελληνοαγγλικό ὀσΑγγλοελληνικό Ηλεκτρονικό λεξικό Μαρεπία : 
Οοιπίετεχαπρ]ς: Παράδειγμα καταρρίπτον θεωρία. 
Αντιπαράδειγµα: 4εν δίδεται ερμηνεία 
ο Ηλεκτρονικό μεταφραστικό πρόγραμμα ΦΥΡΤΕΑΝ: 
Οοππίετοχατηρ]ο: []αράδειγµα εξαίρεση στον κανόνα 
Αντιπαράδειγµα: Δεν δίδεται ερμηνεία 
ο Γιοίοπατγ οἳ Μαίμεπιαίος (ΟΩ.Ε1βεπτείςη-Ν.5αὈς) : Παρατίθενται οι 
όροι σε Αγγλικά, Γαλλικά, Γερμανικά, αντιστοίχως κι ὡς εξής: 
Οουπίοτεχατηρἰς, οοπίτε-οχεπρ]ο , σοσοπὂοιβρ!εἰ. 
Μεταφραστική μηχανή Αἱία- Ψιδία : 
Ισπανικά -οοπίταε]εππρ]ο ., Ιταλικά- εοπίτο-ο5δοπαρίο., Ρωσσικά ΚΟΗΤΡΠΡΗΜΕΡ 
ο Νεοελληνικό λεξικό Μπαμπινιώτη:Παράδειγµα που ανατρέπει την ισχύ 
υπόθεσης, άποψης κτλ. ή οποία (υπόθεση) βασίζεται σε ἀλλα 
παραδείγματα. «Στο άρθρο τής παρουσιάζει αντιπαραδείγµατα στήν 
υπόθεση που εἴχε διατυπώσει ο συνάδελφός της» ΕΤΥΜΟΛΟΓΊΑ: 
Μεταφρασμένο δάνειο της Αγγλικής σοιιπίεν-εχαπηρἰε 
Να επισηµάνουµε , ότι ουσιαστικά τα μόνα Ελληνικά λεξικά που περιέχουν τον 
όρο αντιπαράδειγµα είναι της Μαροπία και του κ. Μπαμπινιώτη , κοινό 


χαρακτηριστικό των οποίων είναι η σύγχρονη λεξικογραφία. 


1.4 Μια καινούργια υπόθεση για το ρήμα «αντιπαραδείκνυμυ 


Τα αρχαία Ελληνικά λεξικά περιέχουν το λήμμα «αντιπαραδείκνυμυ) 


από το οποίο θα μπορούσε να παραχθεί το ουσιαστικό «αντιπαράδειγµα» 


Όμως, το μοναδικό Ελληνικό λεξικό που αναφέρεται και σωστά στον όρο είναι 
του κ. Μπαμπινιώτη το οποίο όµως αποφαίνεται ότι πρόκειται για νεολογισµό- 
μετάφραση του οοµπίετ-οχαπρ]ε όπου η κατά λέξη απόδοσή του είναι «ενάντιο- 
παράδειγμα» 
Τα τρία πιο έγκυρα λεξικά που έχομε αναφέρουν: 
ο Ηεπεν «. [/1414ἀε]]-Βορεοτ! δεοίί: Παραβάλω , συγκρίνω 
αντιπαρατίθηµι, (τινά τινί) («Με κάποιον/α σε κάτι) 
ο Μέγα Λεξικόν ελληνικής Γλώσσης Δ. Δημητράκου , θΟτ. 
αντιπαραβάλλω προβάλω προς σύγκρισιν αντιπαραθέτω. 
ο Λεξικόν Αρχαίας Ελληνικής Σταµατάκου : Παραβάλλω συγκρίνω 
«Τον Ιωάννην αντιπαραξείξαι τω διδασκάλω» Γρ. Νύσσης 2.0196 
Μια εκτενέστερη και εκτεταμένη αναζήτηση στον «Θησαυρό της Ελληνικής 
Γλώσσης» όπου το λογισμικό αναζήτησης ερευνά το σύνολο της αρχαίας 
Γραμματείας, βρήκαμε ότι το θέμα «αντιπαραδ᾽» εμφανίζεται µόνο στον 
Γρηγόριο Νύσσης . 
Εκεί εμφανίζονται τρία µόνο αποτελέσµατα στην αναζήτηση, σε ένα τῶν 
οποίων γίνεται χρήση ενός καθαρού αντιπαραδείγµατος. 
ΠΕΡΙ ΠΑΤΑΣΠΜΕΥΗΣ ΑΝΘΡΩΠΟΥ( 176 στίχοι 46- 
33). 
Οἷον εἴ τις τὸν ἀληϑῆ δείξειεν 
ἄρτον, φαμὲν τὸν τοιοῦτον κυρίως ἐπιλέγειν τῷ 
ὑποκειμένῳ τὸ ὄνομα. Εἰ δέ τις τὸν ἀπὸ λίϑου τεχνη- 
ϑέντα τῷ κατὰ φύσιν ἀντιπαραδείξειεν, ᾧ σχῆμα 
μὲν τὸ αὐτὸ, καὶ τὸ μέγεϑος ἶσον, καὶ ἡ τοῦ χρώ- 
ματος ὁμοιότης, ὥστε διὰ τῶν πλείστων τὸν αὐτὸν 
εἶναι τῷ πρωτοτύπῳ δοκεῖν, ἐπιλείπει δὲ αὐτῷ τὸ 
καὶ τροφὴν δύνασϑαι εἶναιῤ παρὰ τοῦτο οὐ κυρίως, 
ἀλλ᾽ ἐκ καταχρήσεως τῆς ἐπωνυμίας τοῦ ἄρτου τε- 


τυχηκέναι τὸν λίϑον λέγωμεν. 


(Απόδοση δική µας): Εἴναι το ἴδιο µε το σαν να ήθελε κάποιος να 


υποδείξει το αληθινό καρβέλι και να λέμε ότι πρέπει να το επιλέγουμε κυρίως 


απὀ το εάν ονομάζεται έτσι. Αν όμως αντιπαραβάλλει κάποιος ένα τεχνητό, ως 
προς τήν φυσική του υπόσταση, από πέτρα, µε ίσο μέγεθος, ἴδιο σχήμα και όμοιο 
χρώμα , ὥστε σύμφωνα µε τα περισσότερα χαρακτηριστικά του γνωρίσματα να 
θεωρείται τι είναι ἴδιο µε το πρωτότυπο και να υπολείπεται μόνο το 
χαρακτηριστικό του να είναι βρώσιμο, παρ όλα αυτά όχι κατά κανόνα αλλά 
καταχρηστικά, τήν πέτρα την λέμε καρβέλι. 

Το νόημα συνοπτικά: Ο Γρηγόριος Νύσσης λέει, ότι όταν λέμε «άρτος» 
λέμε αυτόν που υπόκειται στο όνομα κατά όλα τα χαρακτηριστικά του, αλλιώς θα 
έπαιρνε κάποιος ένα καρβέλι απὀ πέτρα µε ἴδιο σχήμα ἰδιο χρώμα και ἴσο 
μέγεθος το οποίο βεβαίως δὲν τρώγεται και θα το έλεγε « ἀρτο». Και ναι μεν 


λέμε ἀάρτο, τον λίθο, αλλά καταχρηστικά. 


Είναι φανερό , ότι η χρήση του ρήματος αντιπαραδείκνυµι στο ανωτέρω 
εδάφιο , γίνεται µε την έννοια «αντιπαράδειγµα σε ορισμό». (Αληθής άρτος) 
Δεν αποκλείεται βεβαίως ο όρος αντιπαράδειγµα να είναι όντως μετάφραση -- 
νεολογισµός εκ της Αγγλικής, αλλά νοµίζοµε ότι αυτό το εύρημα θα πρέπει να 
προβληματίσει στο εάν και κατά πόσον ο ανώνυμος γλωσσοπλάστης 
περιορίσθηκε στην μετάφραση του Αγγλικού όρου, δημιούργησε λέξη χωρίς να 
γνωρίζει την ύπαρξη αντιστοίχου ρήματος ή (όπως βασίµως υποπτευόµεθα) 
απέδωσε έναν όρο έχοντας υπ΄ όψιν του και το αρχαίο ρήμα και την σημασία 


του. 


1.5 Αρχαίες χρήσεις του Αντιπαραδείγµατος 


Το αντιπαράδειγµα είναι µια έννοια που χρησιμοποιήθηκε στην Λογική 
και κατ΄ επέκτασιν ως συστατικό της φαρέτρας επιχειρημάτων σε συζητήσεις 
και αντιπαραθέσεις φιλοσοφικού ή άλλου περιεχομένου. Καταγράψαµε δύο 
χρήσεις του που προκύπτουν από αρχαίες γραπτές πηγές. 

Ἡ πρώτη αφορά τον διάλογο του Πλάτωνος «Γοργίας» όπου ο 
Καλλικλείς συνδιαλεγόµενος µε τον Σωκράτη, διαφωνεί για τον ορισμό του 
«βελτίου» και του «κρείσσονος -ισχυρού». Ο Καλλικλείς φρονεί ότι οι έννοιες 
αυτές συμπίπτουν . Τότε ο Σωκράτης του επισημαίνει ότι σύμφωνα µε αυτά που 


ισχυρίζεται ο Καλλικλείς θεωρεί του δούλους καλύτερους από αυτόν , αφού 


αν μαζευτούν πολλοί θα είναι ισχυρότεροι, άρα ....καλύτεροι! Είναι σε ένα 
σηµείο του διαλόγου, στο οποίο έχει κορυφωθεί η διαφωνία περί τῆς 
διακρίσεως βελτίωνος και αμείνωνος . και ο Σωκράτης χρησιμοποιεί την 
λεγόμενη «Σωκρατική ειρωνεία» κάνοντας μάλιστα τον Καλλικλεί να χάσει την 
ψυχραιμία του. Πρόκειται δηλ. για «αντιπαράδειγµα σε ορισμό» λίαν 
ενδιαφέρον που φαίνεται στο παρακάτω απόσπασμα : (Στέφανος, σελ .429 - 


παρ. Ὁ στ.7 έως ο στ.4) 


5 


ΗΑΛ. Οὑτοσὶ ἀνὴρ οὐ παύσεται φλυαρῶν. εἰπέ μοι, ὦ 
Σώκρατες, οὐκ αἰσχύνῃ τηλικοῦτος ὢν ὀνόματα ϑηρεύων, καὶ 

ν΄ δ ν. ΘΝ αὶ ε / ε/ - / τα . λ 

ἐάν τις ῥήματι ἁμάρτῃ, ἕρμαιον τοῦτο ποιούμενος; ἐμὲ γὰρ 
οἴει ἄλλο τι λέγειν τὸ κρείττους εἶναι ἢ τὸ βελτίους; οὐ 

/ / ε/ 5 / 5 Ν / κ μ 
πάλαι σοι λέγω ὅτι ταὐτόν φημι εἶναι τὸ βέλτιον καὶ τὸ 

- δν 37 "4 εν. Ν. - Γ ὁ 
κρεῖττον; ἢ οἴει µε λέγειν, ἐὰν συρφετὸς συλλεγῇ δούλων 

Ν - » νά Ν » έ . [74 - 
καὶ παντοδαπῶν ἀνϑρώπων μηδενὸς ἀξίων πλὴν ἴσως τῷ 

΄ 5 / . Ῥ - 5 ν - ο) 
σώματι ἰσχυρίσασϑαι, καὶ οὗτοι φῶσιν, αὐτὰ ταῦτα εἶναι 
νόμιμα; 

ΣΩ. Εἶεν, ὦ σοφώτατε ΠΜαλλίκλειςῥ οὕτω λέγεις; 

ΗΑΛ. ]]άνυ μὲν οὖν. 

ΣΩ. ᾿Αλλ᾽ ἐγὼ μέν, ὦ δαιμόνιε, καὶ αὐτὸς πάλαι τοπάζω 
τοιοῦτόν τί σε λέγειν τὸ κρεῖττον, καὶ ἀνερωτῶ γλιχόμενος 

- Ἄ / ες / » Ν / Γω Ν γα 
σαφῶς εἰδέναι ὅτι λέγεις. οὐ γὰρ δήπου σύ γε τοὺς δύο 
βελτίους ἡγῇ τοῦ ἑνός, οὐδὲ τοὺς σοὺς δούλους βελτίους 

- ε/ » κ ΄ 2 δν / ο) ος Ε » » ο 5 Χ 
σοῦ, ὅτι ἰσχυρότεροί εἶσιν ἢ σύ. ἀλλὰ πάλιν ἐξ ἀρχῆς εἰπὲ 

/ / Ὑ. / » κα Ῥ Μα. κ / 
τί ποτε λέγεις τοὺς βελτίους, ἐπειδὴ οὐ τοὺς ἰσχυροτέρους; 

ν« 5 / / / / «/ Ν 5 ΓΕ 
καὶ ὦ ϑαυμάσιε πρᾳότερόν µε προδίδασκε, ἵνα μὴ ἀποφοιτήσω 
παρὰ σοῦ. 

ΗΑΛ. Εἰρωνεύη, ὦ Σώκρατες. 

ΣΩ. Μὰ τὸν Ζῆϑον, ὦ Βαλλίκλεις, ᾧ σὺ χρώμενος πολλὰ 

Ν » / / Ὲ 5 5. 5 / ἡς. / Ν 
νυνδὴ εἰρωνεύου πρός μεῤ ἀλλ᾽ ἴϑι εἰπέ, τίνας λεγεις τοὺς 


βελτίους εἶναι; 


Περισσότερο καθαρό είναι το δεύτερο αντιπαράδειγµα σε ορισμό που 
μας διηγείται ο Διογένης ο Λαέρτιος στους «Βίους Φιλοσόφων» . Αποδίδεται 
στον Διογένη τον Κυνικό, ο οποίος θέλησε να γελοιοποιήσει τον λανθασμένο 
ορισμό του Πλάτωνα περί ανθρώπου , όπου σύμφωνα µε τον Δ.Λαέρτιο , ο 
Πλάτων είχε ισχυρισθεί ότι ο άνθρωπος είναι όν άπτερον δίπουν. Τότε, ο Δ. 
Κυνικός ξεπουπούλιασε έναν κόκορα και τον εισήγαγε στην σχολή του 
Πλάτωνος λέγοντας, «Ιδού ο άνθρωπος του Πλάτωνος!» Και από τότε έκανε 
διόρθωση του ορισμού ο Πλάτων εισάγοντας στον ορισμό την επί πλέον 
προὐπόθεση να είναι και.....πλατυώνυξ! 

Πέραν του γλαφυρού της ιστορίας, βλέπομε την χρησιμότητα του 
αντιπαραδείγµατος στην κατάδειξη των λανθασμένων ορισμών , καὶ στην 
βελτίωση των υποθέσεων στην επιστημονική έρευνα. Μπορούμε επί πλέον να 
πούμε ότι και το συγκεκριµένο παράδειγµα του Διογένους του Κυνικού είναι 
και εξόχως παιδαγωγικό , λόγω του ότι είναι εντυπωσιακό ,ενώ η έμπρακτη 
κατασκευή του (µη λεκτική) ήταν παραστατική και άρα καταλυτική για την 
διόρθωση του ορισμού εκ μέρους του Πλάτωνος! 

Παραθέτουμε το πρωτότυπο απόσπασμα το οποίο εἰναι πλήρως 


κατανοητό: 


Πλάτωνος ὁρισαμένου, ᾿Ανθρωπός ἐστι ζῷον δίπουν ἄπτερον, καὶ 
» - Ρ 3 Κ » / Ἢ Χ 5 Ν Ἆ Γ ἡ 
εὐδοκιμοῦντος, τίλας ἀλεκτρυόνα εἰσήνεγκεν αὐτὸν εἰς τὴν σχολὴν καί 
[ΝΕ κ να 9 ς / 3, 5’ ε «“ 
φησιν, “οὗτός ἐστιν ὁ Πλάτωνος ἄνθρωπος.” ὅθεν τῷ ὅρῳ 
/ Ν Γ 
προσετέϑη τὸ πλατυώνυχον. 


(Διογένης Λαέρτιος, «Βίοι Φιλοσόφων» Βιβλίο 6 παρ.40 στ. 5-9) 


2. Επιστηµολογία και αντιπαράδειγµα 


Η θέση του αντιπαραδείγµατος στην επιστηµολογία κατέχει κύρια θέση 


και ειδικά παίζει θεμελιώδη ρόλο στην διαψευσιοκρατία.. 


Ἡ διαψευσιοκρατία είναι µια σχολή µε κύριους εκπροσώπους τους 
Ῥορρετί και Γ,αΚκαίος , η οποία αναπτύχθηκε κυρίως ὡς αντίθεση στην ατελή (µη 
μαθηματική ) επαγωγή που χρησιμοποιούν όλες οι επιστήμες πλην των 
μαθηματικών για να ερμηνεύσουν , περιγράψουν και προβλέψουν διάφορα 
φαινόμενα. Σύμφωνα µε τους διαψευσιοκράτες, όσες παρατηρήσεις και να 
έχουμε στην διάθεσή µας, είναι αδύνατον να βγάλουμε έγκυρους καθολικούς 
νόμους και θεωρίες, πράγμα που κάνουν οι Επαγωγιστές. Από την άλλη 
πλευρά , είναι δυνατόν µόνο µε ενικές παρατηρησιακές αποφάνσεις , να 
διαψεύσουμε γενικούς νόμους εκτελώντας λογικές πράξεις. 

Παραδείγματος χάριν: 

Έχοντας δεδομένη την απόφανση «Ένα κοράκι που δεν ήταν μαύρο 
παρατηρήθηκε στην θέση χ την ώρα Ό» , έπεται λογικά ότι η απόφανση «όλα τα 


κοράκια είναι μαύρα» είναι ψευδής. Δηλ. το επιχείρημα : 


Προκείµενη: Ένα κοράκι το οποίο δεν ήταν μαύρο, παρατηρήθηκε στην θέση χ 
κατά την χρονική στιγμή { 


Συμπέρασμα: Δεν είναι όλα τα κοράκια μαύρα 


συνιστά έναν λογικώς έγκυρο παραγωγικό συλλογισμό. 

Το παρατηρηθέν µη μαύρο κοράκι συνιστά αντιπαράδειγµα στον 
ισχυρισμό της πρότασης «Όλα τα κοράκια είναι μαύρα» 
Άλλο παράδειγµα: 

Αν µε κάποιο τρόπο παρατηρούσαμε ότι δύο σώματα μαζών 1Κοτ και 
10Κοι αντιστοίχως εκτελούν ελεύθερη πτώση σε χρόνους που δεν είναι 
ανάλογοι των μαζών και εντός των ορίων σφαλμάτων τῶν μετρήσεων, τότε 
έχουμε βρει ένα αντιπαράδειγµα στον νόμο της πτώσης τῶν σωμάτων κατ΄ 
Αριστοτέλη. Ο Αριστοτέλης έλεγε ότι τα σώματα εκτελούν εντός του αέρα 
ελεύθερη πτώση σε χρόνους αναλόγους τῶν βαρών τους , ενώ ένα σώμα 
βουλιάζει σε διαφορετικά υγρά σε χρόνους αντιστρόφως αναλόγους τῶν 


/ / 3 
ειδικών βαρών τους. 


) Σήμερα φαίνεται εξαιρετικά περίεργη η µη διάψευση ενός τέτοιου χοντροκομμένου νόμου για 
την ελεύθερη πτώση, δεδομένου ότι στην αρχαιότητα και χρονόμετρα υπήρχαν και ζυγοί 
ικανοποιητικής ακριβείας ώστε τουλάχιστον να μετρούν το µη δεκαπλάσιον του χρόνου 
πτώσης. Πρέπει να δεχθούμε ότι εδώ βρήκε εφαρμογή η απέχθεια που ένοιωθαν οι αρχαίοι προς 


Ιστορικό είναι και ένα άλλο αντιπαράδειγµα που έχει χρησιμοποιήσει ο 
ΓΕ εἰρπήζ μαζί µε χρήση της εἰς άτοπον απαγωγής ενάντια στους διατυπωθέντες 
νόμους της κίνησης από τον Ὠοεδεκτίες . Συγκεκριµένα είπε: 

Νόμος 1: Αν δύο σώματα Α, Β µε ίσες μάζες και αντίθετες ταχύτητες , 
συγκρουσθούν κεντρικά , τότε ανταλλάσσουν ταχύτητες , κινούμενα 
αντίρροπα. 

Νόμος 2 : Αν δύο σώματα Α, Β µε διαφορετικές μάζες και αντίρροπες 
ταχύτητες συγκρουσθούν κεντρικά, τότε το σώμα μεγαλύτερης μάζας συνεχίζει 
την κίνησή του µε την ίδια ταχύτητα, ενώ το σώμα µε την μικρότερη μάζα 
λαμβάνει την ταχύτητα του μεγαλυτέρου. 

Ο ΓοϊρπίΖ επιχειρηµατολόγησε ως εξής: Μπορούμε να υποθέσουμε ότιη 
διαφορά τῶν μαζών γίνεται οσοδήποτε μικρή . Τότε για µια απειροελάχιστη 
διαφορά στην μάζα, θα ισχύει και ο νόμος 1 και ο νόμος 2. Δηλαδή , η αιτία 
της απειροελάχιστης διαφοράς μάζας, προκαλεί την μεγαλύτερη δυνατή 
διαφορά στο αποτέλεσµα. Αλλά . ὡς γνωστόν, η φύση δεν κάνει άλματα 

Σήµερα θα λέγαμε ότι αν ισχύει ο νόμος | και μετακινηθεί ένα 
ηλεκτρόνιο από το σώμα Α στο σώμα Β , θα προκληθεί η μέγιστη δυνατή 
διαφορά στο αποτέλεσµα.” 

Το κυριότερο χτύπημα του ῬΡορροτ εναντίον του θεμελιακού χαρακτήρα 
της γνώσης δίνεται στο πρόβλημα της επαγωγής. Εκεί επικεντρώνει ο Ῥορρος 
την κύρια αντίθεσή του στον θετικισµό, επιστρέφοντας στα παλιά σχετικά 
επιχειρήματα του Ὠανιά Ηαπις εναντίον του επαγωγικού συμπερασμού . Για 
παράδειγμα, επειδή όλοι οι κύκνοι που παρατηρήθηκαν ὡς κάποια χρονική 
στιγμή εἰναι λευκοί, δεν σημαίνει ότι υπάρχουν οι λογικές βάσεις για να 
αποκλεισθεί ότι σε µια επόμενη παρατήρηση µπορεί να βρεθεί ένας μαύρος 


κύκνος (κάτι που έχει στην πραγματικότητα συμβεί µε την ανακάλυψη μαύρων 


πάσα µορφή πρακτικής ενασχόλησης όπῶς είναι οι μετρήσεις, αφού πίστευαν ότι η προσέγγιση 
της γνώσης γίνεται μόνο με τον νου. 

Τον νόμο της πτώσης του Αριστοτέλη διέψευσε εφυιέστατα ο Γαλιλαίος, ο οποίος έριξε δύο 
πόρτες ιδίου σχήματος 2 φορές από γκρεμό. Η µία ήταν σιδερένια και η άλλη ξύλινη 
(ελαφρύτερη) . Την µια φορά έβαλε την ξύλινη κάτω και την σιδερένια πάνω και την άλλη 
εναλλάξ. Και τις δύο φορές οι πόρτες έφθασαν µαζί κάτω. Αν ίσχυε ο νόμος του Αριστοτέλη, 
θα έπρεπε να παρατηρηθεί την πρώτη φορά ταυτόχρονη άφιξη , αφού η σιδερένια θα ὠθούσε 
την ξύλινη, αλλά την δεύτερη θα έπρεπε να παρατηρηθεί απόκλιση , καθώς η σιδερένια θα 
απεσπάτο από την ξύλινη, πράγμα που δεν παρετηρήθη! 


4 { . . μα κ ΄ { ͵ , 
Το επιχείρημα του ΓοϊὈπ1ΐΖ φαίνεται να προέρχεται κατ΄ ευθείαν από τον απειροστικό 
λογισμό και την λογική τῶν απειροστών ποσοτήτων με τις οποίες κατετρίβετο. 
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κύκνων στην Αυστραλία). Σύμφωνα µε τον Ηιπιο η επαγωγική λογική οδηγεί 
σε µια ατέλειωτη αναδρομή µε την έννοια ότι, επειδή δεν ξέρουμε αν µια ακόµη 
παρατήρηση θα επαληθεύσει ή θα διαψεύσει την υπόθεσή µας, για αυτό 
χρειάζεται να την κάνουμε, βρισκόµενοι όµως πάλι στην ίδια κατάσταση, οπότε 
ξανακάνουµε την παρατήρηση κοκ. Με άλλα λόγια, ενώ το γενικό αναφέρεται 
σε µια απειρία περιπτώσεων, οἱ εμπειρικές παρατηρήσεις του ειδικού 
περιορίζονται να ελέγξουν µόνο ένα πεπερασμένο πλήθος από αυτές, οπότε 
ποτέ δεν είμαστε σίγουροι αν η επόµενη περίπτωση δεν θα παραβιάσει τον 
γενικό κανόνα. 

Για να βγει από το αδιέξοδο αυτό της επαγωγικής λογικής, ο Ρορροτ 
διαμορφώνει έναν άλλο τρόπο συμπερασμού , στον οποίον αντικαθιστά την 
αρχή της επαλήθευσης µε την αρχή της διάψευσης. Η επιστηµολογική μέθοδος 
του ῬορΡρετ, βασίζεται σε εικασίες και ανασκευές. Είναι επίσης γνωστή όπως 
προείπαµε ως διαψευσιοκρατία ἡ μέθοδος δοκιμής και λάθους. Σύμφωνα µε 
αυτήν, η επιστήμη δεν ξεκινά από τις παρατηρήσεις, για να προχωρήσει µετά σε 
επαγωγικές συναγωγές, όπως ισχυρίζονται οι επαγωγιστές. Αντιθέτως, αρχικά 
τίθενται κάποιες εικασίες, δηλαδή, υποθετικά συμπεράσματα, τα οποία στη 
συνέχεια οι επιστήμονες υποβάλλουν σε εμπειρικές δοκιμασίες προσπαθώντας 
να τα ανασκευάσουν κρατώντας απέναντί τους µια κριτική στάση και 
πειραματιζόμενοι µε εναλλακτικές υποθέσεις. Στην θέση λοιπόν της 
επαγωγικής λογικής (τη συναγωγή από το ειδικό στο γενικό), ο ΡοΡΡεί βάζει 
την παραγωγική λογική (τη συναγωγή από το γενικό στο ειδικό) µέσω της 
διάψευσης (ανασκευής) µιας υπόθεσης (εικασίας). 

Μια επιστημονική θεωρία, που επιβιώνει µετά από ένα σηµαντικό πλήθος 
κριτικών ελέγχων και πειραματικών δοκιμασιών, μπορεί να γίνει μόνο 
προσωρινά αποδεκτή, ποτέ σε οριστική βάση, μέχρις ότου συμβεί να 
απορριφθεί σε κάποια ενδεχόμενη μελλοντική δοκιμασία. Με άλλα λόγια, 
καμιά θεωρία δεν είναι για τον ΡορρεΓ επαληθεύσιμη, απλώς µπορεί να έχει 
υψηλό βαθµό εµπειρικής ενίσχυσης (οοττοροταοπ), κάτι που σηµαίνει ότι όλες 
οι επιστημονικές θεωρίες είναι κατά κανόνα διαψεύσιμες. Επιπλέον, πολλές 
φορές, υπάρχουν επιστημονικές θεωρίες, που μολονότι ήδη έχουν διαψευσθεί, 
συνεχίζουν να γίνονται αποδεκτές. Σαν ένα τέτοιο παράδειγµα ο Ρορρεγ 
συνήθιζε να φέρνει τη Νευτώνεια μηχανική. Η θεωρία του Νεύτωνα βρισκόταν 


σε µια εντυπωσιακή συμφωνία µε την παρατήρηση και το πείραμα από τον 


11 


καιρό που πρώτο-εμφανίσθηκε (το 1687) ὡς το 1900. Στην περίοδο όµως 1900- 
20 βρέθηκε να µην είναι ακριβής από την άποψη της σχετικιστικής μηχανικής, 


χωρίς όµως να έχει από τότε εγκαταλειφθεί 


3.Λογική και αντιπαρόδειγµα 


3.1. Ο Μαθηματικός ορισμός του αντιπαραδείγµατος 


Ένας βασικός νόμος της λογικής, εἰναι ο νόμος της αποκλίσεως 
μέσου ή τρίτου του Αριστοτέλη. Σύμφωνα µε αυτόν, για κάθε λογική πρόταση 
Ρ, ή θα είναι αληθής η Ρ , ή θα είναι αληθής η αντίθετής της, η --Ρ. 

Δηλ. η Ρ είναι αληθής εάν και μόνον εάν η --Ρ είναι ψευδής και επίσης, η--:Ρ 
είναι αληθής εάν και μόνον εάν η Ρ είναι ψευδής. 

Ο παραπάνω νόμος ισχύει στα πλαίσια της Αριστοτέλειας λογικής ή 

όπως αλλιώς λέμε στα πλαίσια της δίτιµης λογικής Δηλ. κάθε πρόταση Ρ 
μπορεί να λάβει δύο μόνο τιµές :Α (αληθής) ή Ῥ (ψευδής) 
Τα παραπάνω λ.χ. µας επιτρέπουν να χαρακτηρίσουµε παράλογο το ερώτημα : 
«Μπορεί ο Θεός ως Παντοδύναμος να κατασκευάσει µια πέτρα που να µην 
µπορεί να τήν σηκώσει;» Διότι ισοδυνάµως είναι ὡς αν να ερωτάµε εάν ο 
Θεός µπορεί ταυτοχρόνως να είναι «Παντοδύναμος» και «όχι Παντοδύναμος» 
δηλ. µια πρόταση Ρ να είναι αληθής και ταυτοχρόνως να είναι αληθής και η 
-πΒ, πράγµα που αποκλείει η Αριστοτέλεια Λογική. 

Υπάρχουν βεβαίως και πλειότιμες Λογικές όπου µια πρόταση Ρ δεν 
είναι αληθής ή ψευδής αλλά έχει ένα βαθµό αληθείας μεταξύ 0 και 1. 
Ὑπάρχουν επίσης Μαθηματικές σχολές όπως αυτή του Ολλανδού Β{οιννεγ . η 
σχολή του Ενορατισμού ή Ιντουσιονισμού όπου η μέθοδος απόδειξης της εις 
άτοπον απαγωγής δεν ισχύει, απαιτούνται και πρόσθετες προῦποθέσεις για την 
συνεπαγωγή , και επίσης κάθε απόδειξη θα πρέπει να είναι κατασκευάσιμη, 


σύμφωνα µε µια στενή έννοια κατασκευασιµότητας. 
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Στις πλειότιµες λογικές και στα κατασκευαστικά -1Ιντουσιονιστικά 
Μαθηματικά δεν έχει θέση η λογική του αντιπαραδείγµατος όπως θα 


παρουσιασθεί εδώ, αλλά μόνο στην κοινή- γνωστή µας, Αριστοτέλεια 


Προτασιακός τύπος Είναι αληθής Είναι ψευδής 


Αν για όλα τα χ, η Ρ(χ) | Αν για ένα τουλάχιστον 


Λογική. 


είναι αληθής χ. η Ρ(χ) είναι ψευδής 


Αν για ένα τουλάχιστον | Αν για όλα τα χ, η Ρίχ) 


χη Ρ(Χ) είναι αληθής είναι ψευδής. 


Αν για όλα τα χ η Ρ(χ) | Αν για ένα τουλάχιστον 


είναι ψευδής χ» η Ρ(χ) είναι αληθής 


Αν για ένα τουλάχιστον | Αν για όλα τα χ, η Ρίχ) 


χ. η Ρ(χ) είναι ψευδής. είναι αληθής. 


Επειδή το αντιπαράδειγµα σχετίζεται άµεσα µε τους ποσοδείκτες Ὑκαι4 (: 


«Δια κάθε» και «υπάρχευ) παραθέτουμε έναν πίνακα µε την σημασία τους στις 


προτάσεις : 


Από τον ανωτέρω πίνακα, παρατηρούμε, ότι: 


κ) α)!) 5» 5χ}|-Ρ{1}] 


“(9 [Ρ(}} (σα) ια) 


Σύμφωνα µετις προηγούμενες ταυτολογίες, είμαστε έτοιμοι να δώσουμε 


τον παρακάτω ορισμό του αντιπαραδείγµατος: 


ΟΡΙΣΜΟΣ: Εάν θέλουµε να αποδείξουµε ότι η πρόταση «να: Ρ(α)» είναι 
ψευδής, πρέπει κι αρκεί να αποδείξουμε ότι η πρόταση «Πχ:--Ρ(χ)» είναι 


αληθής. Δηλαδή , πρέπει να βρούμε ένα στοιχείο του σχετικού συνόλου 


χ 


αναφοράς έτσι ώστε η Ρί χι) να είναι ψευδής. 


Το χ, θα λέγεται τότε αντιπαράδειγµα στην πρόταση «να: Ρ(4)» 
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Σύμφωνα µε τον πιο πάνω ορισμό η έννοια αντιπαράδειγµα εννοείται 
ως «ενάντιο παράδειγµα» δηλαδή «παράδειγµα ενάντια σε ισχυρισμό» . 
Όταν όμως ένα παράδειµα δεν πληροί έναν ορισμό , εκτός από 
«αντιπαράδειγμα» το χαρακτηρίζουµε και ὡς «μη - παράδειγµα) Αλλά, όπως 
η πρόταση -ισχυρισµός καθορίζει παραδείγματα δύο κλάσεων , αυτή των 
παραδειγμάτων που τον ικανοποιούν και αυτή τῶν παραδειγμάτων που δεν την 
ικανοποιούν , ομοίως και ένας ορισμός ορίζει δύο αντίθετες κλάσεις , αυτή 
των παραδειγμάτων που τον ικανοποιούν και την κλάση τῶν παραδειγμάτων 
που δεν τον ικανοποιούν. Έτσι, αναλογικά, , λέμε και το µη-παράδειγµα σε 
ορισμό (παράδειγµα µη εκπληρόν τον ορισμό) και αυτό αντιπαράδειγµα. 

Εδώ υπάρχει και ένα λεπτό σηµείο : Ο ξεπουπουλιασµένος κόκορας του 
Διογένη του Κυνικού , ήταν παράδειγµα στον ορισμό του Πλάτωνος και μη- 
παράδειγµα (αντιπαράδειγµα) σε άλλον (κοινής αποδοχής-υπονοούμενο) 


ορισμό. 


3.2. Τα είδη του αντιπαραδείγµατος 
Η γενική ταξινόμηση τῶν αντιπαραδειγµάτων σε σχέση µε την μορφή 


τοὺς περιλαμβάνει τρεις βασικές-γενικές κατηγορίες, αλλά και πολλές ειδικές 


1.Ειδικό --αριθμητικό αντιπαράδειγµα: Είναι αυτό που δεν δίνει 
καμία πληροφορία για τον τρόπο κατασκευής του , αλλά ούτε και πώς 
μπορούμε να κατασκευάσουµε άλλο παρόμοιο αντιπαράδειγµα. 
λ.χ. ειδικό αντιπαράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως είναι η 
ΓΤ, αν γ ρήτος 


που είναι παντού ασυνεχής. 
-ἶ . αν γ αρρητος 


ΤῸΝ Κὶ µε κω-! 


2. Ημι-γενικό αντιπαράδειγµα : Είναι αυτό που µας δίνει πληροφορία 


για τον τρόπο κατασκευής του , μπορούμε από αυτό να κατασκευάσουµε πολλά 
ειδικά (συνήθως άπειρα ) αλλά δεν καλύπτει όλη την υπάρχουσα κλάση 


αντιπαραδειγµάτων. Λόχου χάριν , ημιγενικό αντιπαράδειγµα συνεχούς 


συνάρτησης είναι η 7:Ἀ-» με 
4 ο 
ο σος [εα“β σχε 
β, χαρρητος 
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Είναι ημιγενικό αντιπαράδειγµα , αφού για τις διάφορες τιµές τῶν α, β 


λαμβάνουμε απειρία αντιπαραδειγµάτων τα οποία όμως φυσικά , δεν 


καλύπτουν όλα τα αντιπαραδείγµατα, αφού λ.χ. η συνάρτηση σ:Κ-» με 


ᾖ(4) , χ ρητος 

θ(χ) - . π΄ η, µε (Ἠ,ἱ, συνεχεις στο Ν) και Π(α)πε(α)νγεκ 
είναι ένα ημιγενικότερο αντιπαράδειγµα , µιας και καλύπτει την προηγούμενη 
κλάση και είναι ευρύτερη αυτής. αλλά και πάλι, δεν καλύπτεται η κλάση όλων 
των αντιπαραδειγμάτων. Όσο κι αν γενικεύσουμε το προηγούμενο 
αντιπαράδειγµα εισάγοντας πεπερασµένους στο πλήθος ή απείρους κλάδους σε 
ισάριθµες διαμερίσεις του Ε , ή μεταβάλλοντας το πεδίο ορισμού, δεν θα 
μπορέσουμε να καλύψουμε µε µια αναλυτική έκφραση την κλάση των παντού 
ασυνεχών συναρτήσεων. Αυτή την κλάση την καλύπτει (όταν υπάρχει) το : 

3. Γενικό αντιπαράδειγµα : Είναι το αντιπαράδειγµα που αποκαλύπτει 
γιατί µια πρόταση είναι λάθος και προτείνει τρόπο παραγωγής ολόκληρης της 
κλάσης αντιπαραδειγμάτων. Για να συνεχίσουμε στο ίδιο θέμα της συνέχειας, 
ως γενικό αντιπαράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως σε διάστηµα Δ, θα 
7ο) »χ-Χι 


ασε ου τας 


μπορούσαμε να πάρουμε την ϱ:Δ-»Κ µε σ(χ)- | | με Σχ) 


συνεχή συνάρτηση στο Δ. , που µας δίνει τον γενικό τρόπο κατασκευής 
ασυνεχούς συνάρτησης σε ένα µόνο σημείο της. 

Αυτό φαίνεται καλύτερα όταν παραλείπουμε σε µια πρόταση µια 
αναγκαία συνθήκη για την ισχύ της πρότασης. Τότε, όσα παραδείγματα δεν 
ικανοποιούν την συνθήκη, δεν ικανοποιούν και την πρόταση. Στο θεώρημα του 
Βο[Ζ8πο η συνθήκη να µην έχει σταθερό πρόσημο η συνάρτηση στο διάστημα 
[α,β] είναι αναγκαία. Επομένως κάθε συνάρτηση που έχει σταθερό πρόσημο σε 
ένα διάστηµα δεν έχει και ρίζα σε αυτό το διάστηµα και άρα δεν πληροί το ϐ. 


Βο[Ζ8πο Έτσι ένα γενικό αντιπαράδειγµα στο 0. Βο[Ζ8πο είναι κάθε συνάρτηση 


ΓΕ: [α,0]-» (υπ. για την οποία ισχύει Κκ)20 σχε[α,β] ἡ Πχ)ἑ0 νχε[α,ρ]. 


Βεβαίως υπάρχουν και άλλα γενικά παραδείγματα συναρτήσεων που δεν 
διατηρούν σταθερό πρόσημο στο [α.β] και δεν πληρούν το θ. Βο]Ζ8πο , διότι 
δεν είναι συνεχείς ή είναι μεν συνεχείς, αλλά δεν έχουν ετερόσηµες τιµές στα 


άκρα α, β, όπως και άλλα που τα εξετάζουμε στο οικείο κεφάλαιο. 
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Πέραν όμως αυτής τῆς γενικής κατηγοριοποίησης, υπάρχουν και ειδικές 
κατηγοριοποιήσεις ανάλογα µε άλλα χαρακτηριστικά του αντιπαραδείγµατος. 


Παραθέτουµε μερικά παραδείγματα: 


Παράδειγμα 1. Έστω η πρόταση: «Ὁχε (:| χ|:0» . Το στοιχείο χρςθ είναι 
ένα αντιπαράδειγµα στην πρόταση, αφού θΕ 1 και |0|-0. Προφανώς, για 
την συγκεκριμένη πρόταση, είναι και το μοναδικό αντιπαράδειγµα. 
Παράδειγμα 2΄ΈΈστω η πρόταση: «ὗχεΝ:|χ’» χ». Για να δείξουμε ότι είναι 
ψευδής, πρέπει κι αρκεί να αποδείξουμε ότι η αντίθετή της. η 
«πχρεΝ:χ) «αι» Εδώ έχοµε δύο µόνο δυνατά αντιπαραδείγµατα , δηλ. 
χοΕ {0,1} 

Παράδειγµμαϑ.(Επ]|εγ) Ἔστω η πρόταση : 

«ὗν εΝ:ο αριθµός ν᾿ -ν -41εἰναιπρώτος»» Ὁ νο540 είναι ένα 
αντιπαράδειγµά της. αφού 40-40-41-40(40-1}}41-41(40-1}-41΄. 

Το 41 είναι και το ελάχιστο αριθμητικό αντιπαράδειγµα . αφού για 
νΞΟ,1,2,3,4....,30 η πρόταση είναι αληθής. 

Παράδειγμα 4 Έστω η πρόταση : «Υν ΕΝ: 2»ν" » είναι αληθής µόνο αν 
νοκ” (κΕΝ). Συνεπώς οιτιµές ν-0,1.2.3.4... οκ , συνιστούν κ; ΕΙ το πλήθος 
αριθμητικά αντιπαραδείγµατα. Δηλ. έχω µη φραγµένο πλήθος 
αντιπαραδειγµάτων. 


Παράδειγμα 5. (Εεγπιαί) Έστω η πρόταση: «νυν ΕΝ: η ακολουθία 


χν- 2” «ΕΙ είναι ακολουθία πρώτων αριθμών» Η πρόταση είναι αληθής 


για ν-θ .1.2.3.4 . όπου οι αντίστοιχοι όροι χρΞ3 , χι55, χ2517, 95257. 
χ4-65.537 είναι πρώτοι, αλλά όπως έδειξε ο Ευ[ετ τον 187 αιώνα 


καταρρίπτοντας τον ισχυρισμό του Εθτπιᾶί, για ν-5, ο αριθµός 


χ-Ξ ο. Ξ4.294.967.297 αναλύεται σε γινόμενο ὡς 641: 6700417 και άρα είναι 
σύνθετος. 

Παράδειγμα 6. (Εικασία Τ,εἰρπί{Ζ) Έστω η πρόταση «Ο αριθµός ν'--ν 
όπου κπεριττός, διαιρείται µετονκ.,γιακάθεν εΝ µεν22» 

Ἡ πρόταση είναι αληθής για ν-3, 5,7 όπως ο ίδιος ο ΓεἰϊὈοπ!ίΖ απέδειξε, αλλά ο 
ίδιος γρήγορα βρήκε ένα αντιπαράδειγµα στην εικασία του, αφού ο αριθµός 2΄- 


2510, δεν διαιρείται µε το 9 (ιστορικό αντιπαράδειγµα) 
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Παράδειγμα 7. Έστω η πρόταση: «Ο αριθµός Α-991ν᾽Η1,, δεν είναι τέλειο 
τετράγωνο» 
Η ανωτέρω πρόταση δεν είναι αληθής, αλλά το μικρότερο αριθμητικό 
αντιπαράδειγµα που µπορεί να ευρεθεί αποδεικνύεται’ ότι είναι ο απίστευτα 
μεγάλος αριθµός, τάξεως 10” (--- Όσα μόρια περιέχουν περίπου 6 τόνοι 
σίδερο) συγκεκριµένα ο ν-12055735700331350447442535767. 

Προσφύγαμε για επαλήθευση (μερική) στο πρόγραμμα Μαίπεπιαίσα 8, 
όπου πράγματι λάβαμε την εντυπωσιακή επαλήθευση , δηλ.: 
( 37951640090681193063801 4896080 / 991 -Κ 120557357903311359447442538767 1 
(Θα μπορούσαμε να το χαρακτηρίσουµε ως αντιπαράδειγµα.. πρακτικά 
μεγάλης δυσκολίας) 


Παράδειγμα 8. (17 αιώνας) «Οι αριθµοί 31, 331. 333], 33331..... Είναι 
πρώτοι» Αντιπαράδειγµα ελάχιστο : 333,333,331-17Χ19.607.843 
Παράδειγμα 9. (Εικασία Επ]ες) «Η εξίσωση χ'-ψ΄-Ζ΄-ω" δεν έχει ακέραιες 
λύσεις» Ο Νοαπι ΕΙΚίς το 1988 έδωσε το αντιπαράδειγµα : 
2.682.440-15.365.639᾽-18.760.760΄-20.615.673᾽ (όποιος αμφιβάλλει ας 
κάνει την επαλήθευση µε το ...χέρι!) 

Παράδειγμα 10. «Δεν υπάρχει περιττός τέλειος αριθµός» Σε αυτή την 
πρόταση δεν έχει ανακαλυφθεί αντιπαράδειγµα, αλλά ούτε γνωρίζουμε αν 
υπάρχει τέτοιο αντιπαράδειγµα.. 


3.3, Λεκτικές διατυπώσεις υποκρύπτουσες αντιπαράδειγµα 


Το αντιπαράδειγµα στην μαθηματική βιβλιογραφία δεν εμφανίζεται πάντα 
µε το ὀνομά του. Μάλιστα αυτό αποτελεί τον κανόνα , καθώς όπως είδαμε ως 
λέξη καθ΄ εαυτή δεν είναι διαδεδομένη όσο θα έπρεπε. ενώ ὧς έννοια φυσικά 
ενυπάρχει αρχαιόθεν και καλύπτεται πίσω από περιφραστικές ονομασίες όπως 
«ειδικό παράδειγµα», «αντίθετο παράδειγμα», «μη παράδειγμα» , ή (το 
συνηθέστερο) απλώς «παράδειγµα , αφού πράγματι το «αντιπαράδειγμα» 
είναι μεν ένα παράδειγµα όπως και όλα τα άλλα , αλλά λαμβάνει το πρόσφυµα 
της πρόθεσης «αντί» όταν υπάρχει πρόταση προς την οποία εναντιώνεται. Δηλ. 


το αντιπαράδειγµα δεν είναι ένα είδος παραδείγματος . αλλά 


ΣΜπάµπης Τουμάσης «Σύγχρονη Διδακτική των Μαθηματικών» σελ. .310.. Ο συγγραφέας 
παραπέμπει στον Βοπιπ5ΪΚν 1.5. (1975) “Το Μείποά οἱ πια(ποπια!ἶσα] Ππάποίίοπ” Μοδεονν : ΜΙΤ 
Ρυρ|1Ποτο. 
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χαρακτηρίζεται έτσι από την χρήση του σε κάποια συγκεκριμένη 
αποδεικτική διαδικασία διάψευσης ενός ισχυρισμού -προτάσεως, σύμφωνα 
και µε τον τεθέντα ορισμό. 

Πρέπει να αναφέρουμε, ότι τα αντιπαραδείγµατα (µε ένα µακροσκοπικό- εκ 
πρώτης όψεως -γρήγορο κριτήριο ) παρατίθενται συνήθως στα «σχόλια» ή 
στις «παρατηρήσεις» των διδακτικών εγχειριδίων ή συγγραμμάτων έπειτα από 
τα θεωρήματα και τους ορισμούς. Όσο περισσότερο διδακτικό είναι ένα 
σύγγραμμα τόσο περισσότερο έχει φωτίσει τα διδακτικά και επιστηµολογικά 
εμπόδια που εκ των πραγμάτων παρουσιάζονται και απαιτούν διευκρίνιση, µε 
σχόλια και παρατηρήσεις. Τα συνήθη λάθη των σπουδαστών είναι ο καλύτερος 
οδηγός. Τα μαθηματικώς πιθανά ενδεχόμενα λάθη, συνήθως είναι άπειρα και 
υπεραριθμήσιμα στο πλήθος. Αν οι σπουδαστές προτιμούν να κάνουν 
πεπερασμένα , μικρού πλήθους και επαναλαμβανόμενα λάθη ,αυτό υποδηλοί 
κάτι εξαιρετικά σηµαντικό που κρούει τον κώδωνα του διδάσκοντος ὡς προς 
την ποιότητα του μαθήματος που γίνεται στην τάξη του. Αυτό είναι ένα 
τεράστιο ζήτημα παιδαγωγικής υφής που θα το θίξουµε παρακάτω. 

Σε ό,τι αφορά όμως το διδακτικό βιβλίο, χρειάζονται τα κατάλληλα 
παραδείγματα και αντιπαραδείγµατα που θα διευκρινίζουν ολόκληρο το εύρος 
ενός ορισμού ή όλες τις περιπτώσεις εφαρμογής ενός θεωρήματος και θα 
προλαμβάνουν τις συνήθεις παρανοήσεις τις οποίες γνωρίζουμε εκ προσωπικής 
ή συλλογικής πείρας, καταγεγραμμένης ή µη. Έμφαση θα πρέπει να δίνεται 
στα «εφαπτόμενα αντιπαραδείγµατα) δηλ. σε αυτά που δεν εκπληρούν ένα 
θεώρημα ή έναν ορισμό «πάρα μία συνθήκη», ενώ εκπληρούν ενδεχομένως 
όλες τις υπόλοιπες. 

Αλλά ας δούμε πώς και που υποκρύπτονται ή πώς εισάγονται ασκήσεις που 
απαιτούν αντιπαράδειγµα , όπως και τις αντίστοιχες λεκτικές εκφράσεις που 


συνήθως τα εισάγουν: 


ἱ. «Δίνεται η πρόταση Ρ(χ) καὶ ΧΕ 4. «Σε περίπτωση που η Ρ(χ) είναι 


αληθής να αποδειχθεί, άλλως να δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγμα» 


Το παραπάνω υπόδειγμα είναι ένα κλασικό υπόδειγμα άσκησης ή 


προβλήματος µε ανοικτή διατύπωση και κλειστή απάντηση. Μπορεί να δοθεί 
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και µε ανοικτότερη διατύπωση όπως : «Να εξετασθεί η ισχύς της πρότασης 
Ρίχ), χε» Συνηθέστατα το Α είναι απειροσύνολο. Τέτοιες διατυπώσεις 


απουσιάζουν εντελώς από τα εν χρήσει διδακτικά εγχειρίδια της Μ.Ε. ενώ 
συναντώνται στα Πανεπιστημιακά μαθηματικά της ημεδαπής και τῆς 
αλλοδαπής. 

Ἡ έλλειψη ασκήσεων τέτοιας μορφής δεν έχει να κάνει µε το 
αντιπαράδειγµα καθ΄ εαυτό, αλλά µε την απουσία προβλημάτων ανοικτής 
διατύπωσης είτε ανοικτής απάντησης , τα οποία υπάρχουν στην Μ.Ε των 
περισσότέρων σχολείων της αλλοδαπής στην Ε.Ε. Η εναρμόνιση της Χώρας 
µας σε αυτό το θέµα µε τα ισχύοντα έχει αρχίσει τα τελευταία χρόνια µέσω 
διαλόγου, που οριοθετεί, άλλοτε προφανείς όρους ( όπως τι είναι άσκηση, 
ποία η διαφορά της από το πρόβλημα, τι σηµαίνει πραγµατικό πρόβλημα τι 
ανοικτό πρόβλημα τι κλειστό κτλ.) και άλλοτε µε την νομοθετική αναγκαιότητα 
εισαγωγής πραγματικών προβλημάτων στην διδασκαλία µιας έννοιας ή στους 
εισαγωγικούς διαγωνισμούς (που ευρύτατα επισήμως και ανεπισήμως 
αποκαλούνται και «εξετάσεις» χωρίς να είναι”) Σε κάθε περίπτωση γίνονται 
συζητήσεις και διευκρινίζονται κάποιες ορολογίες ώστε να εννοούμε όλοι το 
ίδιο όταν αναφερόµεθα επί των ιδίων και να µην υπάρχει σύγχυση επί των 
ορισμών. Ὑπάρχουν βεβαίως αρκετά να γίνουν. Σε σχέση όμως µε το 
αντιπαράδειγµα και την διδακτική του χρήση θα μπορούσε να υπάρχει 
αναφορά του στα διδακτικά εγχειρίδια ή στις οδηγίες προς τους διδάσκοντες τα 
Μαθηματικά . Μέχρι στιγμής απουσιάζουν τέτοιες αναφορές , αλλά ας 
ελπίσουμε ότι στο μέλλον θα εναρμονισθούμε τουλάχιστον µε τα κοινώς 


ισχύοντα στην υπόλοιπη Ε.Ε. ή τῶν χωρών του ΟΟΣΑ 


ἥα. «Ὑπάρχει χ Ε 4 που ικανοποιεί την Ρ(χ)» 


Εδώ το χ, είναι αντιπαράδειγµα στην υπονοούμενη αντίθετη πρόταση , την 


«ΥΧΕ 4 -:Ρ(χ)». Καμιά φορά τίθεται και µε ερωτηµατική διατύπωση(ανοικτή 


ό Ως «εξετάσεις» χαρακτηρίζονται οι δοκιμασίες στις οποίες πάντες οι λαμβάνοντες την βάση 
της βαθμολογίας λαμβάνουν επιτυχή χαρακτηρισμό , ενώ ως «διαγωνισμοί» οι δοκιμασίες στις 
οποίες επιτυγχάνει προκαθορισµένος αριθµός ανεξαρτήτως βαθμολογικής βάσεως είτε υπάρχει 
κάποια βάση ὡς αναγκαία προὐπόθεση, και ταυτοχρόνως ανώτατος- εκ τῶν προτέρων- αριθµός 
επιτυχόντων, μικρότερος του αριθμού τῶν διαγωνιζομένων. Με αυτούς τους ορισμούς οι 
Πανελλαδικές «εξετάσεις» είναι «διαγωνισμοί» Δεν αποκαλούνται µε το ορθό ὀνομά τους, όχι 
λόγω άγνοιας τῶν κοινών ορισμών, αλλά μάλλον για πολιτικούς λόγους. 
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διατύπωση) και έχει διδακτικό ενδιαφέρον όταν η ικανοποίηση της Ρί(χ) δεν 
είναι διαισθητικά προφανής. Για παράδειγµα, λέμε ότι «Υπάρχει συνάρτηση , 
{ οποία είναι συνεχής στο Ἱ , ενώ δεν παραγωγίζεται πουθενά στο ἵ » Εδώ 
η ύπαρξη εἰναι ενάντια στην ανθρώπινη συνήθη (αλλά και μαθηματική ) 
διαίσθηση που λέει ότι δεν είναι δυνατόν να υπάρχει µια τέτοια συνάρτηση. Ο 
Υνοιοτοίγα5ς έδωσε ένα τέτοιο ιστορικό αντιπαράδειγµα καταπλήσσοντας την 
μαθηματική κοινότητα (βλ. Α.7.6. ἅς Β.Ι7.3.Ι.) Αν πούμε όµως «Υπάρχει 
συνεχής συνάρτηση. η {κ)-χ’ /Β » αυτό αποτελεί ένα λογικό αντιπαράδειγµα 
στην πρόταση «Δεν υπάρχουν συνεχείς συναρτήσει» είναι όμως µια 
τετριμμένη μαθηματικά και µια ανόητη διδακτικά περίπτωση, αφού πάντες οι 
άνθρωποι εγγενώς φέρουν την έννοια της συνέχειας γι αυτό και τα πρώτα 
παραδείγματα ιστορικά και διδακτικά ήταν και είναι μόνο συνεχείς ή κατά 
τμήματα συνεχείς συναρτήσεις. Σε αυτό το πλαίσιο, δύσκολη ήταν και η 
αντίληψη συνάρτησης παντού ασυνεχούς , όπως είναι η συνάρτηση του 
Ε]τιοΠ]εί . η οποία είναι ένα μαθηματικό αλλά συγχρόνως και ένα πολύ 
χρήσιμο διδακτικά αντιπαράδειγµα στην (υπονοούμενη) πρόταση «Δεν υπάρχει 


παντού ασυνεχής συνάρτηση στο ΚΝ 


Π. Να αποδειχθεί ότι η συνθήκη Ρ(χ) είναι αναγκαία για την ισχύ του 


συμπεράσματος του θεωρήματος Θ(χ) 


Σε ένα τέτοιο υπόδειγμα διατύπωσης υποκρύπτεται αντιπαράδειγµα, 
αφού καλούμεθα να ανακαλύψουμε ένα χο που ικανοποιεί την 
«-Ῥί) και -θ(ία)» 

Για παράδειγµα : «Δείξτε, ότι για την ισχύ της Μαθηματικής Επαγωγής ο 
έλεγχος της Ρ(ν) για ν-1,, είναι απαραίτητος». 

Μπορούμε να θεωρήσουμε την Ρ(ν): «νΞν{1». Τότε, αν ισχύει για ν-κ, έχω 
κΚΞκΚΓ] -»κΕ]ΞκΗ}] -» κε]Ξκ!2 που είναι η Ρ(κ11).. Δηλ. Ρ(κ)Ξ»Ρ(κΚ{1) 
και τότε κάθε αριθµός είναι ίσος µε τον επόμενό του και άρα όλοι οι φυσικοί 
είναι ....ἶσοι! Σε αυτό το άτοπο καταλήξαμε διότι δεν ελέγξαμε την πρόταση 


για ν-1 που δίνει το άτοπο 1-2. 
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Στον Απειροστικό Λογισµό έχουν διδακτικό ενδιαφέρον τέτοια 
προβλήματα , όπου κάποια χαρακτηριστικά, αναφέρουμε σε όλα τα κεφάλαια 


του Απειροστικού λογισμού στο Β΄ μέρος. 


ἵν. Να αποδειχθεί ότι η πρόταση «υὗχ 4 Ρ(χ) »είναι ψευδής. 


Εδώ , ευθέως καλούμεθα να ανακαλύψουμε αντιπαράδειγµα , αφού 
έχοµε ένα πρόβλημα κλειστής διατύπωσης, καὶ ανοικτής απάντησης , υπό την 
έννοια , ότι το αντιπαράδειγµα που καλούμεθα να παραθέσουµε, συνήθως δεν 
είναι μοναδικό . Για παράδειγµα όταν έχω την διατύπωση: Να αποδειχθεί ότι η 
πρόταση «Κάθε συνεχής συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη» είναι ψευδής έχει ὡς 
σύνηθες και τετριμμένο πλέον ειδικό αντιπαράδειγµα την {χ)Ξ|Χ| /Ε , αλλά 


μπορεί να αντιπαρατεθεί και το ημιγενικό Κκ)-Ξ|Χ-α| /Ν 


3.4. Η θέση του αντιπαραδείγµατος στην μαθηματική 
αποδεικτική διαδικασία 

Στα μαθηματικά βασικές μέθοδοι απόδειξης είναι η ευθεία απόδειξη και η 
αντιθετοαντιστροφή , µε κάποιες παραλλαγές πάνω στις δύο αυτές μεθόδους. 
Έτσι έχουµε την : 

Ευθεία απόδειξη: Αρχίζουμε από µια πρόταση Ρ , και µέσω µιας αλυσίδας 
συλλογισμών της µορφής «εάν....τότε...» καταλήγουμε στην πρόταση Ω . Τότε 
λέμεότιΡ -»0Ὁ 

Απόδειξη µε χρήση τής αντιθετοαντιστροφής : Εκμεταλλευόµαστε το ότι η 
πρόταση Ρ-»Ο ισοδυναμεί µε --ΟΞ» --ιβΔηλ. (λεκτικά) αντί να δείξουμε 
ότι Ρ συνεπάγεται Ω , αποδεικνύουµε ισοδυνάµως ότι η άρνηση της Ω 
συνεπάγεται την άρνηση της Ρ . Το έτυμον της ονομασίας της (αντίθετη 
αντιστροφή) περιγράφει πλήρως και την ουσία της αφού όποιος δικαιολογήσει 
µια φορά την ονομασία της, δεν ξεχνά ποτέ και την σημασία της. 

Απαγωγή εις άτοπον : Θέλοντας να δείξουμε ότιΡ -»Ο , υποθέτουμε ότιη Ρ 
δεν συνεπάγεται την Ω και καταλήγουμε µε λογικές διαδικασίες σε κάτι που 


δεν στέκει (άτοποΞ: το µη έχον τόπο) Σε άτοπο καταλήξαμε διότι δεχθήκαμε 


2] 


την µη αλήθεια της συνεπαγωγής, οπότε µε βάση την αρχή της του μέσου ή 
τρίτου αποκλίσεως, πρέπει να δεχθούμε υποχρεωτικά την ισχύ της 
συνεπαγωγήςΡ -»ο. 
Απόδειξη µε μαθηματική (ή τέλεια) επαγωγή : Η γνωστή ειδική αποδεικτική 
μέθοδος για προτάσεις που αφορούν φυσικούς αριθμούς. 
Διάψευση µε αντιπαράδειγµα : Για να διαψεύσουμε τον ισχυρισμό µιας 
πρότασης, αρκεί να βρούμε ένα παράδειγµα που να ικανοποιεί τις συνθήκες της 
πρότασης, αλλά όχιτο συμπέρασμά της 

Από τα προηγούμενα μπορούμε να πάρουμε µια ιδέα για την σημαντική 


θέση του αντιπαραδείγµατος στην αποδεικτική διαδικασία γενικώς. 


4. Η Παιδαγωγική του Αντιπαραδείγµατος. 


4.]. Η κλάση τῶν παραδειγμάτων και τῶν αντιπαραδειγμάτων 


Κατά την διδασκαλία εισαγωγής µιας έννοιας ε,, διατυπώνουμε τον 
ορισμό της . Καλούμε ὡς Κ, το (ιδεατό) πεδίο κατανόησης της έννοιας ε . 
Αυτό το πεδίο, ορίζει παραδείγματα [Π] που πληρούν τον ορισμό ε και µη 
παραδείγματα ή αντιπαραδείγµατα [Α] που δεν πληρούν τον ορισμό ε . 
Μπορούμε να γράψουμε, ότι το πεδίο πάνω στο οποίο υλοποιείται η 
κατανόηση της έννοιας είναι : 

ΚΩΞΠΠΙ) [4] «. Προφανώς [Π][] [4] -(ὦ . άλλως θα είχαμε λογική 
αντίφαση αφού θα υπήρχε κάποιο παράδειγµα που θα πληρούσε και δεν θα 
πληρούσε τον ορισμό. 

Έχομε δηλαδή διαµέριση του πεδίου κατανόησης της έννοιας Κε σε δύο 
(ξένες) κλάσεις ισοδυναμίας, τῶν παραδειγμάτων και τῶν αντιπαραδειγμάτων. 
Στην [Α] ανήκουν όλα τα παραδείγματα που δεν πληρούν τον ορισμό και στο 


[Π] όλα τα παραδείγματα που δεν τον πληρούν. 
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Στα ίδια συμπεράσματα μπορούμε να καταλήξουμε κι αν θεωρήσουμε αντί του 
ορισμού της έννοιας ε , ένα οποιοδήποτε θεώρημα ϐ , όπου και εκεί έχομε 
πεδίο κατανόησης Κρ και αντίστοιχες κλάσεις Παραδειγµάτων [Π] και 
Αντιπαραδειγµάτων [Α]. 

Το ενδιαφέρον παιδαγωγικά σηµείο είναι ότι συνήθως για να 
εμπεδώσουμε µια καινούργια έννοια, χρησιμοποιούμε παραδείγματα , 
παραβλέποντας την χρησιμότητα τῶν αντιπαραδειγμάτων. Ουσιαστικά 
παραβλέπεται µια κλάση που ανήκει στο πεδίο κατανόησης της έννοιας και η 
οποία είναι εξ ίσου σηµαντική µε την κλάση τῶν παραδειγμάτων. Χάνουμε κατ΄ 
ουσίαν το ήμισυ της προς εμπέδωσιν έννοιας. Για παράδειγμα: Με το να 
δίνουμε παραδείγματα μόνο συγκλινουσών ακολουθιών , δεν κατανοούμε την 
έννοια της σύγκλισης. Πρέπει παράλληλα να δίνουμε και αντιπαραδείγµατα (ή 
μη παραδείγματα) συγκλινουσών. Αλλά και τα παραδείγματα , δεν είναι όλα 
ισοδύναμης διδακτικής αξίας . Η κλάση [Π] συνήθως αποτελείται από 
υποκλάσεις [ΠΠ], Π1ο], [Π3], ....[Πν] αντιπροσωπευτικών παραδειγμάτων 
όπως και η κλάση [Α] αποτελείται από υποκλάσεις [Αι], [Δ2]» [Αη]....,. [Ακ] 


αντιπροσωπευτικών αντιπαραδειγμάτων. 


Για τα παραδείγματα ισχύουν: 
ο ο ο ο... 


ΠΙΙΩΠΙ1Ξ 2 νε μεή/]ε,2,3,4.....ν} 


Για τα αντιπαραδείγµατα ισχύουν ανάλογες σχέσεις αν θέσουµε όπου 
Π, το Α. 

Ένα παράδειγµα ανήκει ή ὀχι σε µια συγκεκριµάνη κλάση 
αντιπροσωπευτικού παραδείγματος, αν πληροί ή όχι µια ιδιότητα την οποία 
μπορούμε να καθορίσουμε εκ τῶν προτέρων εμείς και η οποία να έχει ένα 
κάποιο διδακτικό νόημα. Η ιδιότητα που θα θέσουμε θα έχει μόνο διδακτικό 
νόημα και άρα θα πρέπει να έχει νόημα ανθρωποκεντρικό, μαθητοκεντρικό, που 
να έχει σχέση µε ψυχολογικά ή επιστηµολογικά ή διδακτικά εμπόδια και θα 
λαμβάνει υπ΄ όψιν του πορίσματα της ψυχολογίας της μάθησης, της γνωσιακής 
επιστήμης , είτε της ψυχολογίας των μαθηματικών. Με αυτά που γράφουμε, 


ίσως να κομίζουμε γλαύκαν ες Αθήνας, αλλά θα πρέπει να τονίσουμε ότι τα 
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μαθηματικά αντικείµενα όπως τα παραδείγματα, µπορεί να υπάρχουν σύμφωνα 
µε την Πλατωνική αντίληψη ανεξάρτητα από εμάς στον χώρο τῶν ιδεών , αλλά 
θα πρέπει να προσεγγιστούν από ανθρώπους συγκεκριμένων ηλικιών, εμπειριών 
νοοτροπίας πολιτισμικού επιπέδου, µε δεδοµένα µέσα και σε δοθέντα χρόνο, 
πράγμα που µας επιβάλλει να είμαστε σαφείς ,περιεκτικοί και να επιτυγχάνουμε 
βέλτιστο αποτέλεσµα .σε ελάχιστο χρόνο. 

Να δούμε µε ένα παράδειγµα , πώς αυτό το λεπτομερέστερο 
υπόδειγμα (μοντέλο) εφαρμόζεται σε ένα διδακτικό πρόβλημα του 
Απειροστικού Λογισμού και συγκεκριµένα στην εισαγωγή της σύγκλισης 
ακολουθίας σε πραγµατικό αριθµό α. 

Η ιδιότητα ταξινόμησης που θα θέσουμε είναι η «πώς κι από πού 
προσεγγίζουν οι όροι µιας συγκλίνουσας ακολουθίας το όριο α» Το κριτήριο 
αυτό δεν τίθεται αυθαίρετα, αλλά θέλει να υπογραμμίσει ένα σύνηθες λάθος -- 
παρανόηση που έχουν οἱ µαθητές από την εξωµαθηµατική έννοια «πλησιάζω 
κάπου» Στην καθημερινή µας ζωή πλησιάζουμε κάτι από μία κατεύθυνση . Αν 
είμαστε πάνω σε µια ευθεία όπως εν προκειμένω, πλησιάζουµε ή από αριστερά 
ή από δεξιά μόνο. Το να εκτελώ φθίνουσα ταλάντωση εκατέρωθεν του α δεν 
είναι ένας συνήθης τρόπος προσέγγισης ενός αντικειμένου στον φυσικό κόσμο. 
Επίσης το να ακινητοποιούμαι πάνω σε ένα σηµείο δεν θεωρείται ότι είναι 
«τρόπος προσέγγισης)» αλλά ότι έχω φθάσει κάπου. Ακόμα περισσότερο να 
φθάνω στο ζητούμενο σηµείο , να οπισθοχωρώ να το πλησιάζω περισσότερο 
να φθάνω , να οπισθοχωρώ κ.ο.κ. Στα μαθηματικά µέσω της αφαίρεσης έχουν 
νόημα και τέτοιες «προσεγγίσεις» αφού αυτό νοηµατοδοτεί ο ορισμός της 
σύγκλισης. Μην ξεχνάμε ότι και η λέξη «προσέγγιση» είναι εξωµαθηµατική . 
Λ.χ.το παράδειγµα της σταθερής ακολουθίας {αν} µε αν-3 που συγκλίνει στο 
3. δεν πρέπει να το βλέπουμε ὡς ένα τετριμμένο παράδειγµα σύγκλισης, αλλά 
μάλλον ως ένα σοβαρό αντιπαράδειγµα στην κατεστημένη αντίληψη ότι 
«συγκλίνουσα ακολουθία στο α είναι µια ακολουθία της οποίας οι όροι 
πλησιάζουν χωρίς ποτέ να φθάνουν το όριο». Το να κάνει κανείς «σημειωτόν» 
πάνω στο όριο χωρίς να βαδίζει έστω και ελάχιστα δεν θεωρείται ότι είναι 
τρόπος πλησιάσµατος µε µια εξωµαθηµατική έννοια. Μην ξεχνάμε, ότι ο 
πρώτος σοβαρός αριθμητικός ορισμός της σύγκλισης που δόθηκε από τον 
Ο816ΠΥ έλεγε: «Όταν οι διαδοχικές τιµές που παίρνει µια μεταβλητή 


πλησιάζουν συνεχώς σε µια σταθερή τιµή , έτσι ώστε στο τέλος να διαφέρουν 
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από αυτήν κατά μία ποσότητα όσο θέλουμε μικρή, τότε η σταθερή αυτή 
ποσότητα ονομάζεται όριο τῶν άλλων ποσοτήτων.» Στην διατύπωση αυτή δεν 
εμπεριέχονται σαφώς οι τελικά σταθερές ακολουθίες που συγκλίνουν. Η 
έκφραση «όσο θέλουμε μικρή» δεν εμπεριέχει το «δεν διαφέρουν καθόλου» 
ενώ στον σύγχρονο «ε, ὃ» ορισμό, εμπεριέχεται μεν, όχι όµως σαφώς για τον 


πρωτοείσακτο μαθητή σε αυτή την έννοια. Γι αυτό και θα πρέπει να γίνεται 


διευκρίνιση, µε ένα παράδειγµα τελικά σταθερής ακολουθίας. 


Έτσι έχουµε τα εξής: 
Συγκλίνουσες Ακολουθίες πραγματικών αριθμών στον ας] 
Κλάση | Πλήθος | Πλήθος | Πλήθος | Εκπλήρωση ασθενέστερης συνθήκης από την 
όρων «α | όρων-α | όρωνρα [αα[«ε, νΣνι(ε) 
[ΠΠ] πεπ/νο | πεπ/νο | πεπ/νο | Δεν τις εξετάζει ο Απειροστικός Λογισμός 
[Π1] ο0 πεπ/νο |πεπ/νο]θ«α-α,«ε. ὕνΣνι(ε) 
[ΠΤ] πεπ/νο | ου πεπίνο θ-α-α,«ε .Ννν νε) 
[Π2] πεπ/νο | πεπ/νο | οο θ-α,-α-«ε. ννΣνιε) 
[Π] ο0 ο0 πεπίνο /θ-α-α,«ε. ὕνΣνι(ε) 
[Πο] ο0 πεπ/νο | οὐ θ-α,-ακε. ννΣνε) 
[17] πεπ/νο | ου ο0 θςα,-α-«ε,υνσνι(ε) 
[Πε] οο ο0 ο0 ο οκ 
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Ο αναγνώστης, µπορεί να δει ότι οι κλάσεις [112] -- [Πε ] καλύπτουν 
όλες τις δυνατές περιπτώσεις παραδειγμάτων σύγκλισης στο αξΙ και ότι εξ 
ορισμού, είναι ξένες ανά δύο. 

Στον αντίποδα έχουμε τις κλάσεις αντιπροσωπευτικών 


αντιπαραδειγµάτων που είναι: 


ΜΗ Συγκλίνουσες Ακολουθίες πραγματικών αριθμών. 


Κλάση Πλήθος οριακών αριθμών 
[Αι] [Αἱ] Πεπερασμένο 3 2 και όλοι πραγματικοί 
Ι 
[Α΄] Άπειρο και όλοι πραγματικοί 
[Α2] Μοναδικός το οο 
[ΔΩ] Μοναδικός, το -οο 
[Α7] Τουλάχιστον δύο, µε ένα 
το -οο είτε το -οο 
Στην παραπάνω κατηγοριοποίηση παραδειγμάτων και 


αντιπαραδειγµάτων , μπορούν να προστεθούν και οι πάγιες κατηγορίες του 
ειδικού , ημιγενικού ή γενικού παραδείγματος σύγκλισης (Ως γενικό 
παράδειγμα συγκλίνουσας εδώ θεωρείται πάσα ακολουθία που ακολουθεί τον 
γνωστό ορισμό της σύγκλισης.) 

Πρέπει να σημειωθεί ότι οι κλάσεις που θεωρούμε είναι αντικειμενικές, 
στον βαθµό που υποδηλώνουν σχέσεις εγκλεισμού σε έννοιες επί των οποίων 
υποτίθεται ότι έχει συμφωνήσει ολόκληρη η μαθηματική κοινότητα’. αλλά 
εξαρτώνται και από τα κριτήρια που απαιτούµε (υποκειμενικά ) να εκπληρούν. 
Θα μπορούσαμε λ.χ. να βάλουμε στην κατάταξη και την έννοια «φραγμένη 
ακολουθία Όμως, σε κάθε περίπτωση ένας συγγραφέας διδακτικού 
εγχειριδίου Απειροστικού Λογισμού, οφείλει: 

ο Να γνωρίζει τις δυνατές κλάσεις χαρακτηριστικών παραδειγμάτων και 
αντιπαραδειγµάτων της έννοιας που θέλει να εισάγει, αναφορικά µε τα 


γνωστά γνωστικά, διδακτικά και επιστηµολογικά εμπόδια . 


7 Στην βιβλιογραφία των μαθηματικών μπορούμε να συναντήσουμε διάφορους µη ισοδύναμους 
ορισμούς για κάποιες έννοιες, απ΄ όπου πηγάζουν και αρκετές παρανοήσεις και λάθη. 
Ἐκτεταμένα στην παρούσα εργασία έχουμε σχολιάσει τους πολυσήμαντους ορισμούς της 
έννοιας «σημείο καμπής» 
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ο Ναπαραθέσει κατάλληλα διδακτικά αντιπροσωπευτικά παραδείγματα 
και αντιπαραδείγµατα από όλες τις κλάσεις, ώστε να καλύψει 
νοηµατοδοτικά πλήρως, την πρωτοείσακτη έννοια. 

Ως πρακτική εφαρµογή, το ανωτέρω περιγραφέν πρότυπο, θα μπορούσε να 
έχει στην αξιολόγηση τῶν υπό κρίσιν διδακτικών εγχειριδίων τῶν μαθηματικών 
τουλάχιστον από άποψης πληρότητας παρουσιάσεως τῶν εννοιών. Προς τούτο 
απαιτείται η εκ των προτέρων σύνταξη ενός καταλόγου τῶν εννοιών που 
περιέχονται σε ένα εγχειρίδιο και τῶν κλάσεων παραδειγμάτων που πρέπει να 
περιέχει κάθε έννοια µε την αναγκαία διδακτική τεκμηρίωση. Επίσης των 
κλάσεων τῶν αντιπαραδειγμάτων της . Το τι είδους βαρύτητα θα επιδείξει σε 
κάθε παράδειγµα κάθε κλάσης ένας συγγραφέας και πώς θα το προσεγγίσει 
είναι εν πολλοίς δικό του θέµα και ενέχον αρκετό βαθµό υποκειµενικότητας. Η 
ύπαρξη όµως όλων των κλάσεων παραδειγμάτων και αντιπαραδειγµάτων µιας 
έννοιας είναι αντικειμενική και δύναται να είναι βασικός κανόνας αξιολόγησης 
ενός διδακτικού εγχειριδίου. Ένας διδάσκων κατόπιν , είναι εὐκολο να καλύψει 
πλήρως την έννοια αρκεί να γνωρίζει το μοντέλο µας ή να ακολουθεί ένα βιβλίο 
που το έχει λάβει υπ όψιν του. 

Για την περίπτωση λ.χ. της έννοιας της σύγκλισης ακολουθίας μπορούμε να 


κατασκευάσουµε τα παρακάτω: 


Παραδείγματα συγκλινουσών ακολουθιών λ.χ. στο 0 εκ: 


ο ΩνΞ ΚΗ Όλοι οι όροι της (τελικά) είναι αριστερά του μηδενός 


ν 
(Αντιπρόσωπος της κλάσης [12] }}) 
ο. - ,αν ν«κιο 


Οι όροι της (τελικά) είναι μηδέν. (Αντιπρόσωπος 
0,αν ν»Ι000 


της κλάσης [112] 


ο Ων Ξ κῃ Όλοι οι όροι της (τελικά) είναι δεξιά του μηδενός 


ν 


(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π1]) 
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ο .αν ν-2κ , Ν 
ο ἀ,5Ξ! ν (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π5]) 


0Ο ,ανν-Ώ2κ-] 
ο Ων ως Οι όροι της (τελικά) είναι εκατέρωθεν του μηδενός 
ν 
(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Πο] ) 


Ξ .αν νΞ2κ ' ' 
ο α,-!ν (Αντιπρόσωπος της κλάσης [17] ) 


0Ο ,ανν-Ώ2κ-1 


- ανν -Κ 
ν 
ο α-! 0 ,ανν-Ώκ-1} (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Πε]) 
Ε: .αν νξ2κ-2 
ν 


Αντιπαραδείγµατα µη συγκλινουσών ακολουθιών στον α Εεὰ 


ο α,-11(-1᾽ έχει δύο οριακούς αριθμούς, το 0 και το 2 
(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Αι] υποκλάση [Α. 1]) 

ο α, -ν -ὂ»τΤου (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α2]) 

ο αι -- ν-»-οο (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α3]) 


η, αν Π άρτιος |, ' : | 
ο αι Ξξ . έχει δύο οριακούς αριθμούς, το 0 και το ΓΟῸ 
0, αν "η περιττός 


(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α4) 


1 
Ρ---.αν π-ρ',Ρ- πρώτος : : . 
ο ο, ρ' έχει ὡς άπειρους οριακούς 


Ί 


0, αν η: ρ",ρξπρώτος 
αριθμούς κάθε πρώτο και το 0... (Οι πρώτοι είναι άπειροι στο πλήθος 
από σχετική πρόταση του Ευκλείδη, ενώ ν΄ -- α΄ για Ρ. ἃ «πρώτους, καὶ 
κ, λ φυσικούς , λόγω του μοναδικού αναπτύγματος ενός αριθμού σε 


γινόμενο πρώτων.) (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Αι] υποκλάση [Α΄1]) 
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Εν κατακλείδι, μπορούμε να συνοψίσουµε τα εξής: 


Όταν ο διδάσκων εισάγει µια έννοια , πρέπει να γνωρίζει τις συνήθεις 
παρανοήσεις και τα συνήθη λάθη των μαθητών. Ένα σημαντικό μέρος από αυτά 
τα λάθη προέρχονται από λανθασμένες νοηματικές αναπαραστάσεις που 
προκαλούνται εν τω γεννάσθαι και εν τω γίγνεσθαι της οικοδόμησης µιας νέας 
έννοιας, από λανθασμένα μοντέλα, τα οποία µε την σειρά τους προκαλούνται 
και από ελλιπή (-Ξόχι όλων των υποκλάσεων )παραδείγματα και 
αντιπαραδείγµατα. 

Θεωρητικά µπορεί ένας μαθητής να γνωρίζει άπειρα παραδείγματα, 
αλλά επειδή αυτά µπορεί να µην είναι αντιπροσωπευτικά όλων των κλάσεων 
να µην κατανοεί την έννοια της σύγκλισης. Γιατί άραγε ο ορισμός της 
συγκλίνουσας ακολουθίας περιλαμβάνει την απαίτηση η διαφορά αν-α να είναι 
µέσα σε απόλυτη τιµή; Αυτό καθίσταται φανερό µόνο αν έχουµε τουλάχιστον 
ένα παράδειγµα από την κλάση [Πε] Μόνο ένας αντιπρόσωπος της κλάσης 
[Πε] μπορεί να δικαιολογήσει πλήρως τον ορισμό της σύγκλισης, ενώ το 
σύνολο όλων των προηγούμενων κλάσεων δικαιολογούν μόνο µια 
ασθενέστερη συνθήκη σύγκλισης. (βλ. πρόλογο αυτόθι) Κατόπιν αυτού 
εισάγεται η γεωμετρική ἑρμηνεία του ορισμού και µόνο τότε η νοητική εικόνα 
που θα σχηματίσει ο μαθητής µπορεί να είναι πλήρης και άρα ακριβής Οι 
παλαιότεροι μαθηματικοί θα ενθυμούνται ότι τα πολύ παλιά εγχειρίδια του 
Γυμνασίου (Σημερινού Λυκείου) δεν είχαν ούτε έναν αντιπρόσωπο από την 
κλάση [Πε] ίσως και από την κλάση [Π1:] .Με τα σημερινά διδακτικά βιβλία 
δεν µπορεί να γίνει σύγκριση, µιας και η έννοια δεν διδάσκεται συστηµατικά, 
κάτι που όµως µπορεί να γίνει στο εγγύς μέλλον . Μπορεί όµως να εισαχθούν 
δραστηριότητες που ήδη µπορεί να υπάρχουν µε άλλη µορφή. Λόγου χάριν αντί 
της συνήθους προσέγγισης του εμβαδού του κύκλου µε πολύγωνα 
εγγεγραμμένα και περιγεγραμμένα  (ισοσυγκλίνουσες ακολουθίες) θα 
μπορούσε να γίνεται µια απλή θεώρηση- αναφορά , στην ακολουθία που 
δημιουργείται µε τα πολύγωνα εγγεγραμμένα και περιγεγραμμένα εναλλάξ 
στον κύκλο. 

Στο ολοκλήρωμα Εἰεπιαηπηπ (ή και στο απλούστερο (απςΠν) πάλι έχομε 


δύο ακολουθίες προσεγγίσεων του ανωτέρου και του κατωτέρου αθροίσματος. 
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Δηλαδή οι γεωμετρικές θεωρήσεις και εποπτείες που αποκοµίζει στην πείρα 
του ένας σπουδαστής (έστω κι αν προηγούνται της έννοιας «σύγκλιση 
ακολουθίας» ) εἶναι ισχυρές υπέρ της μονόπλευρης σύγκλισης από δύο 
ακολουθίες και γι αυτό πρέπει να υπάρχουν και τα διδακτικά αντιπαραδείγµατα 
για να µην θεωρηθεί ότι δεν προσεγγίζεται κάποιο όριο και αμφίπλευρα από µία 
ακολουθία. 

4.2. Η κατασκευή παραδειγμάτων και αντιπαραδειγμάτων. 

Η κατασκευή ενός παραδείγματος που να πληροί κάποιες συνθήκες , 
είναι µια πράξη της οποίας η δυσκολία κυμαίνεται από εξαιρετικά εύκολη, έως 
εξαιρετικά δύσκολη . Για παράδειγµα, µε µια πολυωνυμική έκφραση , ο κάθε 
ένας µπορεί να κατασκευάσει παράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως, ενώ 
παράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως και πουθενά παραγωγίσιµης κατασκεύασε 
κατά πρώτον μόνο η μαθηματική ιδιοφυΐα του ἸΜεἰειείταςς . Επίσης είναι 
γεγονός , ότι δεν υπάρχει πάντα κάποιος αλγόριθμος κατασκευής ενός 
παραδείγματος , αφού το ερώτηµα για την ὑπαρξή του συνήθως είναι ανοικτό 
και δεν γνωρίζουμε εκ τῶν προτέρων την ὑπαρξή του. Η κατασκευή γίνεται µε 
πειραματισμό πράγμα που συνεπάγεται μεγάλη κατανάλωση χρόνου. Ο 
πειραματισμός όµως αναπτύσσει µια διαίσθηση του τι είναι αυτό που ακυρώνει 
την εφαρµογή ενός ορισμού ή που διαψεύδει µια πρόταση. 

Για παράδειγµα η κατασκευή µιας συνεχούς και µη παραγωγίσιµης 
συναρτήσεως σε κάποιο σηµείο . προὐποθέτει την ύπαρξη γωνίας" σε αυτό. Για 
να κατασκευασθεί µια παντού συνεχής και µη παραγωγίσιµη συνάρτηση , θα 
πρέπει να έχει άπειρα στο πλήθος γωνιώδη σηµεία. Αυτό όμως δεν φθάνει, 
αφού µπορεί να έχουµε µια συνάρτηση µε το παρακάτω διάγραμμα που δεν 


ικανοποιεί την απαίτησή µας. 


δΗ έννοια «γωνία» µπορεί να εννοείται µε την ευρεία αρχαιοελληνική μαθηματική σημασία 
όπου εκτός από τις γνωστές ευθύγραμμες γωνίες έχουμε και τις καμπυλόγραμμες ή 
μεικτόγραμμες γωνίες. 
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Έχομε άπειρα γωνιώδη σηµεία, αλλά κατανέμονται οσοδήποτε κοντά στο (0.0) μόνο. 


Θα μπορούσαμε να έχουµε και πάλι άπειρα γωνιώδη σηµεία κατανεμημένα 
απείρως κοντά στο (0,1), όπως φαίνεται και στο παραπάνω σχήμα. 

Η ιδέα του Υγοιοτοίταος έγκειτο στο να πάρει ένα απλό γράφημα µε ένα 
γωνιώδες σηµείο στην μέση του διαστήματος ορισμού. Έπειτα χώρισε το 
διάστηµα σε ν ζυγά ίσα τμήματα και προσέθεσε ν στο πλήθος νέα γωνιώδη 
σημεία . Αυτό επιτυγχάνεται µε το να προσθέσω µια νέα συνάρτηση στην 
αρχική που να έχει ν «δοντάκια» . Στη συνέχεια, κάθε ένα από τα ν ίσα 
κομματάκια, τα χώρισε πάλι σεν ίσα και προσέθεσε µια τρίτη συνάρτηση µε 
γ᾽ νέα «δοντάκια» Φαίνεται εύλογο ότι πρέπει να προσθέσω άπειρες τέτοιες 
συναρτήσεις . Αλλά όµως το αποτέλεσµα τῶν άπειρων προσθέσεων θα πρέπει 


να έχει νόηµα συνάρτησης , δηλαδή να συγκλίνει η σειρά και άρα αυτό µπορεί 
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να επιτευχθεί μόνο αν προσθέτω συναρτήσεις διαρκώς μικροτέρου ύψους 
(μεγίστου) και μάλιστα κατάλληλης μείωσης ώστε το άθροισμα όλων τῶν 
μεγίστων να είναι πεπερασμένος αριθµός. Αυτά ακριβώς υλοποίησε ο 
Υνοιοτοίγα5ς και πέτυχε µια θαυμαστή συνάρτηση που θα δούμε παρακάτω 


λεπτομερώς και θα αποδείξουμε τις ιδιότητές της. 


Αὐ 


Χ 


τ - 
90 Ὁ Π052 ΠΊΠ4 41586 208 28 Π312 Π364 ΠΑ Π488 Π52 Π52 Π624 08786 728 [78 0832 0884 π936 {888 


Έχω σώρευση άπειρων γωνιακών σημείων στο σηµείο (0.1) 


Τα προηγούμενα ισχύουν κυρίως στην μαθηματική έρευνα. Στα πλαίσια 
της διδακτικής τῶν μαθηματικών όμως τα πράγματα είναι απλούστερα, αφού ο 
διδάσκων καλείται να παραθέσει γνωστά παραδείγματα και αντιπαραδείγµατα 
εφαρμόζοντας υπάρχοντες απλούς αλγορίθμους κατασκευής τους. Για 
παράδειγµα μπορούμε να κατασκευάσουμε παραδείγματα συνεχών 
συναρτήσεων αθροίζοντας συνεχείς συναρτήσεις, ή πολλαπλασιάζοντάς τες ή 
σχηματίζοντας την σύνθεσή τους. Μπορούμε να κατασκευάσουµε φραγμένη 
ακολουθία εκμεταλλευόμενοι ότι κάθε συγκλίνουσα είναι φραγμένη κ.ο.κ. Εδώ 
η θεωρία υποστηρίζει την κατασκευή των παραδειγμάτων, την οποία ο 


διδάσκων γνωρίζει πριν τον διδασκόμενο και μπορεί να τα ανασύρει 


εν. 


καταλλήλως. Στο τέλος εκάστου κεφαλαίου παραθέτουμε κάποιους 
στοιχειώδεις κανόνες κατασκευής βασικών παραδειγμάτων για την περίπτωση 
του Απειροστικού Λογισμού. 

Η κατασκευή ειδικών αντιπαραδειγμάτων σε ορισμό έγκειται στο να 


πάρουμε ένα παράδειγµα και να το αλλοιώσοὺυμε µε τέτοιο τρόπο ώστε να γίνει 


αντιπαράδειγµα. Λ.Χ. . αν πάρουμε την συνάρτηση Εχ)- χ᾽ /Β δεν είναι 


μονότονη αλλά η ίδια αναλυτική έκφραση ορισμένη στο [0,--οο) δίνει γνησίως 


αύξουσα συνάρτηση , η ίδια έκφραση στο (-οο,0] δίνει γνησίως φθίνουσα , 


µεταβολή του εκθέτη σε περιττό δίνει γνησίως αύξουσα στο ΚΚ, η αρνητική 


προσήμανση αντιστρέφει τα διαστήματα μονοτονίας, η πρόσθεση θετικής 
σταθεράς καθιστά την εξίσωση Κχ)Ξ0 αδύνατη, ενώ η πρόσθεση αρνητικής 
σταθεράς δίνει δύο διαφορετικές ρίζες για την ίδια εξίσωση , η αλλαγή του 
πεδίου ορισμού σε Ντην καθιστά ακολουθία που είναι συνεχής σε κάθε σηµείο 
της, αλλά πουθενά παραγωγίσιµη κ.ά. 

Εδώ θα πρέπει να αναφέρουμε, ότι υπάρχουν κάποια εντελώς 
χαρακτηριστικά παραδείγματα τα οποία επειδή εκφεύγουν των συνήθων 
πλαισίων της εποπτείας και διαίσθησης, αλλά παράλληλα έχουν πολλές 
διδακτικές εφαρμογές στον απειροστικό λογισμό. Το ευχάριστο γεγονός είναι 
ότι είναι ελάχιστα στο πλήθος, πράγμα που καθιστά αναγκαία την κτήση τους 
από σπουδαστές και διδάσκοντες. Παραθέτουµε κατά βάσιν δύο μόνο, τα οποία 


όμως έχουν εξαιρετικό ενδιαφέρον. 


Στις ακολουθίες-σειρές : 


η αν-(-1)᾽ , είναι το «διδακτικό πασπαρτού» που ανοίγει πολλά συνήθη 
ερωτήματα που δημιουργούνται κατά την διδασκαλία του κεφαλαίου τῶν 
ακολουθιών-σειρών: 

ο Λεν είναι συγκλίνουσα. 

ο Είναι φραγμένη, αλλά δεν είναι συγκλίνουσα 

ο Έχει οριακό αριθµό το 1 , αλλά δεν συγκλίνει σε αυτόν 

ο Σε κάθε περιοχή του 1 . έχω άπειρο πλήθος όρων της, αλλά το 1 δεν 

είναι ὀριό της. 
ο ΛΔενσυγκλίνει, αλλά η | ἂν | συγκλίνει στο 1. 


ο Δεν συγκλίνει, αλλά η (αν)΄ συγκλίνει στο 1. 


η 


ο Λεν συγκλίνει, αλλά η πα 
α 


ο Αν θεωρήσω την αν και την βν-ανει , τότε και οι δύο δεν συγκλίνουν, 
αλλάηα,-β,ζθ-»0 
ο Όλι αν και βν δεν συγκλίνουν, όµως α β,Ξξ-Ι-»-ἶ 


ο Όλι αν και βν δεν συγκλίνουν, όμως μα -1-»-1 


ν 

ο θανθ0 -»0ενώ η αν δεν συγκλίνει. 

ο Ἡ αν δεν είναι συγκλίνουσα, αλλά έχει δύο συγκλίνουσες υπακολουθίες 
“Ισως ο ἰκαιώως ο -9-ἲ, 

ο ἩΗ αν δεν είναι συγκλίνουσα, αλλά έχει άπειρες υπακολουθίες που 
συγκλίνουν στο 1 . τις ακνς{-]) µε κεΝ καθώς και άπειρες που 

/ -- 2κν-1 

συγκλίνουν στο --ἰ , τις ακνς-1) ΚΕΝ. 


ο Είναι παράδειγµα µη µονότονης ακολουθίας. 


ο Η Σειρές ΣΩ’ και Σ(-1”'' δεν συγκλίνουν, όμως το ἀθροισμά 
η-0 η-0 


τους Σ[(-)’ ες)” 1 Συ" -Σο0-0-.0 


ο ον - συγκλίνει. Όμως η Σ 


1 55] 
πώ. - Σ-- αποκλίνει. 
η 


η] 1 


Η ΣΟ’ δεν συγκλίνει, διότι η (--!)” -» 0 (είναι αποκλίνουσα). 
ΊΞΘ 


Όμως αν εισάγω παρενθέσεις (κάτι που γενικώς δεν επιτρέπεται στις σειρές) 


μετατρέπεται σε συγκλίνουσα, όπως φαίνεται παρακάτω: 


ο η πι ας 
ΊΞΘ 


ΦῑξΞα-τ)-εα-τε(α-Ό)-ε(ί-τ 
Ξ0.0:00-01::. 
Ξ0. Δηλαδή φαίνεται να συγκλίνει στο 0. 


Έτσι εξηγείται το «παράδοξο» , αφού η ισότητα (τ) είναι λανθασμένη. 
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Στις συναρτήσεις, συνέχεια. παραγώγιση και ολοκλήρωση: 


Η συνάρτηση του ὨιπΠςῃ]εί κω-| 


Ι αν κα --. είναι επίσης ένα 


-ἶ αν χα ρητός 


πασπαρτού -- διδακτικό παράδειγµα. αφού: 


Είναι ασυνεχής 

Είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της. 

Οποιοσδήποτε περιορισμός της Ε σε διάστηµα του Κ εἰναι επίσης 
ασυνεχής. 

Ως ασυνεχής δεν παραγωγίζεται σε κανένα σηµείο του Κ. 

Η Γείναι ασυνεχής παντού, αλλά η |ἢ είναι συνεχής παντού. 


Αν ρ(α)---γ(α) τότε και η 6 εἶναι ασυνεχής παντού, αλλά η 


[σ(χ)--] είναι παντού συνεχής, όπως και η ({-σ)(κ)Ξ0 είναι παντού 


συνεχής , όπως και η οτι είναι συνεχής . όπως και η (Το ρ)(χ) -1, 
8 


εἶναι επίσης συνεχής. 


Είναι περιοδική µε περίοδο οιοδήποτε θετικό ρητό αριθµό. (Σύμφωνα µε 
άλλο ορισμό της περιοδικής συνάρτησης, δεν είναι περιοδική διότι δεν 
έχει ελάχιστη θετική περίοδο.) 


Η Ε’ είναι συνεχής, ενώ η { είναι ασυνεχής. 


Η μ-Ξ 1 αν α΄ ἀρρητος! Λεν εκπληροί τις προὐποθέσεις του 
0 αν α΄ ρητός 


Θεωρήματος ΒοἱΖα8πο «στον μέγιστο δυνατό βαθµό», ενώ εκπληροί το 
συμπέρασμα «στον μέγιστο δυνατό βαθµό», πράγμα που την καθιστά 
ιδανικό παράδειγµα για την µη ισχύ του αντιστρόφου του θεωρήματος. 
(κανές, αλλά όχι αναγκαίες συνθήκες , βλ. Β].6.5) 

Η {χ) είναι παράδειγµα φραγµένης συνάρτησης. 

Η {χ) Δεν είναι μονότονη συνάρτηση. 

Ἡ ΙΧ) , όχι μόνο δεν είναι μονότονη στο Κ, αλλά δεν υπάρχει 
υποδιάστηµα του ΕΚ. στο οποίο να είναι μονότονη. 

Η ἤκ) ορίζεται στο Κ και έχει διµελές πεδίο τιμών. 

Ἡ ΙΧ) ορίζεται στο ΕΚ και σε κάθε υποδιάστηµα του ΕΚ οσοδήποτε 


μικρό, περιέχονται άπειρες θέσεις ακροτάτων της Ε. 
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Ἡ απ) /αβ] είναι φραγμένη και δεν είναι κατά Κίεπιθπη 

ολοκληρώσιμη, όµως η Ι[ῆ καθώς και η {5 είναι ΕΙΕΠΙΠΠ 

ολοκληρώσιμες. 

ο Η Π(Χχ) / [αβ] . είναι φραγµένη και δεν είναι κατά Βιὀπιάπη-5Πο|ῃ65 
ολοκληρώσιμη, είναι όµως κατά ΤεὔΌεδαιε 

ο Η Γέχειτην εξεζητηµένη αναλυτική έκφραση 


Γ(δΞ-ἰ-- 2Η11πη συν”(π!πχ)] 


ο Αν σ()--γ() τότε και η Γ και η 5 δεν εἶναι Κιεπιθηη 
ολοκληρώσιμες, αλλά το γινόμενό τους {α(χ)Ξ5] , είναι Κίσπιάπη 


ολοκληρώσιµη συνάρτηση. 


Όλα τα παραπάνω καθώς και άλλα σχετικά , τα διαπραγματευόµαστε στο Β΄ 


μέρος της εργασίας στις οικείες θέσεις τῶν κεφαλαίων. 


43 Ἡ Κονστρουκτιβική παιδαγωγική αντίληψη και το 


αντιπαράδειγµα 


Σύμφωνα µε την νεώτερη θεωρία του Οικοδομισμού (Κονστρουκτιβισμού)., 
υπάρχουν δύο βασικές αρχές: 

Ὁ) Η γνώση κατασκευάζεται ενεργητικά από το υποκείμενο και δεν 

συλλαμβάνεται παθητικά απὀ το περιβάλλον. 

2) Η γνώση είναι µια διαδικασία προσαρμογής µε τον κόσμο των 
εμπειριών και όχι µια διαδικασία ανακάλυψης προὐπάρχοντος κόσμου 
που είναι ανεξάρτητος από τον γνώστη. 

Σύμφωνα µε τις δύο παραπάνω θεμελιώδεις αρχές, δεν είναι οι επεμβάσεις 
των ενηλίκων που επιδρούν στην κατασκευή τῆς γνώσης του παιδιού, αλλά οι 
εµπειρίες του παιδιού από αυτές τις επεμβάσεις, έτσι όπως αυτό τις ερμηνεύει, 
βασιζόμενο στις ήδη υπάρχουσες γνώσεις του. Ο ενήλικος, δεν µπορεί να 
προκαλέσει εµπειρίες στο παιδί δια μέσου τῶν δικών του εμπειριών. 

Η κατανόηση λοιπόν µιας μαθηματικής έννοιας χάνει τον απόλυτο 
χαρακτήρα της και αποκτά µια οιονεί εξατομικευμένη μορφή, η οποία γίνεται 


αντικείµενο διαπραγμάτευσης µέσα στην τάξη. Έχουμε δηλαδή υιοθέτηση 
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ενεργητικών μεθόδων μάθησης , μέσα από την κατάλληλη σχεδίαση μέσω τῶν 
οποίων θα δώσει ο δάσκαλος στον μαθητή την δυνατότητα να χτίσει την 
μάθηση. Αυτό στα μαθηματικά γίνεται µε «διαδικασίες λύσης προβλήματος». 
(Ρτοῦ]επι 5ο]νίηρ) ή Λυτική προβλήματος 

Μια τέτοια διαδικασία σημαίνει πειραματισμό, εικασία , δοκιμή 
διαπραγμάτευση στην αίθουσα, ενεργοποίηση ευρετικών και οὐσιαστικά µια 
καθοδηγούμενη επανανακάλυψη της γνώσης, η οποία θα περάσει μέσα από τα 
τουλάχιστον γνωστά επιστηµολογικά εμπόδια, από αναμενόμενα σφάλματα και 
κατ΄ ουσίαν θα ακολουθήσει το πρότυπο της επιστημονικής ανακάλυψης. 

Ένα τέτοιο πρότυπο , είναι του ΓαΚαίος στο οποίο το αντιπαράδειγµα 
έχει δεσπόζουσα θέση . Το συγκεκριµένο πρότυπο του ΓαΚαίος περιγράφει την 
παραγωγή επιστημονικής μαθηματικής γνώσης όπως πράγματι παράγεται και 
όχι όπως συνήθως παρουσιάζεται. 

Πριν λοιπόν παραχθεί το τελικό μαθηματικό θεώρημα ή πρόταση, περνά 
από ενδιάμεσα στάδια λανθασμένων εικασιών που καταρρίπτονται µε 
αντιπαραδείγµατα, γίνεται αναθεώρηση της εικασίας, αναζητούνται νέα 
αντιπαραδείγµατα , βελτιώνονται οι αποδείξεις και τέλος καταλήγουμε στην 
τελική πρόταση. 

Για να τονιστεί η θέση, παρουσιάζοµε και την αντίθεση (τον αντίποδα) 
στα παραπάνω: 

Στα διδακτικά εγχειρίδια η διαδικασία της ανακάλυψης δεν αναφέρεται. 
Αφού η επεξεργασία του θεωρήματος έχει γίνει µε οποιοδήποτε τρόπο και 
οποιοδήποτε μέσο, αποκρύπτεται και αναδιοργανώνεται προσαρμόζεται , 
συμμορφώνεται λεκτικά και συμβολικά µε τους κανόνες της παραγωγικής 
μεθόδου. Οι δάσκαλοι καμιά φορά θέλοντας να παρουσιασθούν ὡς μέγιστες 
διάνοιες μπορεί να ακολουθούν την σύνθεση κρύβοντας την ανάλυση ενός 
προβλήματος . Αυτό προκαλεί τις γνωστές παρενέργειες αν όχι της 
μαθηματικοφοβίας, τουλάχιστον της μείωσης του ενδιαφέροντος για το 
μάθημα. 


Αλλά ας δούμε το πρότυπο (μοντέλο) του ΤαΚαίος σε απλοποιηµένη 


μορφή: 
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ΑΝΑΔΙΑΤΥΠΩΣΗ 


Ως αποτέλεσµα από ένα 
γενικό αντιπαράδειγµα 


Σύμφωνα µε το παραπάνω πρότυπο, η μαθηματική ανακάλυψη έχει 4 
φάσεις: 


Ώ. Διατύπωση της πρωταρχικής εικασίας. 


ια Αποδεικτική ανάλυση, κατά την οποία αποσυντίθεται η αρχική εικασία 
σε ὑπο-εικασίες και λήμματα. 


αι Εμφάνιση γενικών αντιπαραδειγµάτων για την αρχική εικασία. 


αι Επανεξέταση της απόδειξης, όπου συνήθως εμφανίζεται ένα ένοχο 


λήμμα «ὡς µία ουσιώδης υπόθεση η οποία δεν διατυπώθηκε στην αρχική 


38 


εικασία . έτσι, τροποποιείται η αρχική εικασία για να συμπεριλάβει το 
λήμμα ὡς υπόθεση κτλ. 

Το ερώτημα είναι αν τα παραπάνω μπορούν να μεταφερθούν στην αίθουσα 
διδασκαλίας. Βεβαίως η απάντηση είναι «Όχι αυτούσια, αλλά κατά διδακτικήν 
αναλογίαν , µέσω καταστάσεων λυτικής προβλήματος και στα πλαίσια τῆς 
κοστρουκτιβικής παιδαγωγικής προσέγγισης» 

Επομένως ο διδάσκων θα πρέπει και να έχει εξοικειωθεί µε τα 
αντιπαραδείγµατα θεωρώντας τα ως ισότιμα εργαλεία µε τα παραδείγματα, και 


να ενθαρρύνει τους µαθητές του να τα ανακαλύπτουν. 


5. Ιστορικά Λάθη-Παράδοξα ἁἅ Αντιπαραδείγµατα του 


Απειροστικού Λογισμού. 


5.1. Ἡ Ιστορική εξέλιξη των μαθηματικών και ο Βιογενετικός 


νόμος. 


Ο Απειροστικός λογισμός ασχολείται µε τον λογισμό των απείρως 
μικρών (όπως υποδηλώνει και το έτυμον της ονομασίας του ) αλλά και τον 
λογισμό των απείρως μεγάλων. Αρχαιόθεν όμως, είχε καταδειχθεί ότι η 
διαίσθηση όσον αφορά το άπειρο και τις ιδιότητές του, οδηγεί σε σφάλματα και 
παρανοήσεις καθώς ο άνθρωπος ὧς πεπερασμένη οντότητα και 
αντιλαμβανόμενος ένα μικρό και πεπερασμένο κομμάτι του Σύμπαντος, 
δυσκολεύεται σε άπειρες και απειροστές έννοιες. Αυτή είναι µια εύλογη και 
προφανής εξήγηση που είναι κοντά στην ιστορική πραγματικότητα . 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει η παιδαγωγική αξιοποίηση τῶν ιστορικών 
λαθών που διέπραξε ο άνθρωπος στην εξελικτική πορεία του σπουδαίου αυτού 
κλάδου της Μαθηματικής επιστήμης , αφού φαίνεται να ισχύει ο βιογενετικός 
νόμος ( ή Γενετική αρχή ή Γενετική ανακεφαλαίωση) , σύμφωνα µε τον 
οποίον «Η οντογένεση επαναλαμβάνει συντόμως την φυλογένεση» Η κατ΄ 
αναλογίαν µεταφορά του νόμου αυτού στην διδακτική των μαθηματικών µας 


λέει , ότι ο μαθητής κατά την διαδικασία κατάκτησης (ή δόμησης) της 
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μαθηματικής γνώσης, θα επαναλάβει τα λάθη των μαθηματικών που 
ανεκάλυψαν την αντίστοιχη θεωρία. Βεβαίως έχουν διατυπωθεί αντιρρήσεις 
για την απόλυτη ισχύ του παιδαγωγικού σκέλους του νόμου αυτού”, αλλά η 
βασική του ισχύς είναι θεμελιώδης στην σχεδίαση διδακτικών καταστάσεων 
κατά την εισαγωγή νέων εννοιών. 

Συνεπώς η γνώση εκ μέρους του διδάσκοντα της ιστορικής εξέλιξης τῶν 
εννοιών του απειροστικού Λογισμού εν προκειμένω , αποτελεί εκ των ὧν ουκ 
άνευ προὐπόθεση για την διδασκαλία του σε µαθητές και σπουδαστές. 

Επ’ αυτού ενδιαφέρον έχει η σταχυολόγηση γνωμών κάποιων γνωστών 
επιστημόνων για την αξία της ιστορίας των μαθηματικών σε σχέση µε την 
διδακτική τους εφαρμογή: 

Ηοτοί ϑίγινε : 

-Τα προβλήματα των μαθητών πολλές φορές είναι επιστηµολογικά (σ.σ. τα 
επιστηµολογικά προβλήματα είναι πιο γνωστά στην διδακτική µε τον όρο 


{ ͵ 10 ; . / / 
«Επιστημολογικά εμπόδια») και οφείλονται στην φύση αυτών τῶν εννοιών. 


Για παράδειγµα, ο Βτοιδοσαι (1983) υποστηρίζει, ότι παρά την κατάλληλη εκλογή τῶν 
διδακτικών καταστάσεων, σε μερικές περιπτώσεις, το «παλιό» μοντέλο, βγαίνει ενισχυμένο 
μέσα από µια διαδικασία που είχε σκοπό να αντικαταστήσει κάποιο άλλο . Και αυτό γίνεται, 
ακόµα και όταν ο μαθητής πείθεται ότι το «νέο» μοντέλο είναι καλύτερο από το «παλιό» . Εδώ, 
το πεδίο έρευνας ανήκει πλέον στον χώρο της Ψυχολογίας και όχιτης Επιστημολογίας. 

ΙΟ Αἰαίη Ῥατουιχ ορίζει ένα επιστημολογικό εμπόδιο µε 4 χαρακτηριστικά: 

α)Είναι µια γνώση µε ένα αρκετό πεδίο εφαρµογής (ισχύει προφανώς για το άπειρο στα 
μαθηματικά) 

β) Αυτή η γνώση προσπαθώντας να εφαρµοσθεί και σε άλλες καταστάσεις, προκαλεί λάθη που 
εντοπίζονται και αναλύονται µόνο σε σχέση µε το εμπόδιο. (Ό,τι ισχύει για το πεπερασμένο, 
δεν ισχύει κατ΄ επέκτασιν και για το άπειρο) 

γ}Το εμπόδιο αντιστέκεται στην προσπάθεια εξειδικευμένης εφαρµογής του. (λ.χ. 
σημαντικότατο ποσοστό μαθητών και σπουδαστών αλλά και κάποιο µη αμελητέο ποσοστό 
εκπαιδευτικών μαθηματικών στην ερώτηση: «Άθροισμα απείρων στο πλήθος θετικών 
πραγματικών αριθμών δίνει αποτέλεσµα άπειρο ή πεπερασμένο)» απαντά «άπειρο» παρ΄ότι έχει 


θεωρητικά διδαχθεί (ή και διδάξει) ότι Ὁ ---Ξ1) 

[κε 
ὃ) Η απόρριψη της γνώσης που συναντά επιστηµολογικό εμπόδιο, δημιουργεί τη νέα γνώση. 
(Εδώ η «γνώση» ότι άπειροι θετικοί έχουν πάντα άπειρο άθροισµα κλονίζεται αποφασιστικά. 
Πρέπει όµως να προκληθεί έντονη και κατάλληλη γνωστική σύγκρουση µε κατάλληλο 
πρόβλημα που θα θέσει το αναφορικό νόημα της πρότασης.) 
Εξ άλλου η ΡἱεΓρΓεῖπςΚ2 δίνει τον ορισμό του επιστημολογικού εμποδίου ως εξής: 
Αν το εμπόδιο δεν είναι δικό µας εμπόδιο, ή πιθανόν και δύο άλλων ανθρώπων, αλλά είναι πιο 
πλατειά διαδεδομένο , ή έχει διαδοθεί κάποια φορά σε κάποιο πολιτισμό, αυτό λέγεται 
επιστηµολογικό εμπόδιο. Η ίδια η φύση τῶν επιστηµολογικών εμποδίων είναι τέτοια, που δεν 
μπορούν να αποφευχθούν και ο ρόλος τους στην σκέψη µας είναι σημαντικός . 
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«Πρέπει να μελετήσουμε την Ἱστορία των μαθηματικών, γιατί τα προβλήματα 
που εμφανίσθηκαν , είναι παρόμοια µε αυτά που αντιμετωπίζουν οι µαθητές 
μας. 

Ε.Βεγρῖη : 

-. Ἡ Ἱστορία των μαθηματικών είναι µια µορφή «θεραπείας» του δογματισμού 
στην διδασκαλία των μαθηματικών. 

-. -Ἡ ιστορία µας βοηθά να συλλάβουμε την σηµασία και το νόηµα τῶν 
μαθηματικών εννοιών και θεωριών. 

Ῥαο1ο Βο6το : 

-. Να οδηγούμε τους µαθητές σε µια διδακτική «προβληματική» κατάσταση, 
υποχρεώνοντάς τοὺς να περάσουν απὀ τα ιστορικά στάδια κατασκευής µιας 
έννοιας 

ΕΓαΠςΕςςΟ ΘΡΟΓΦΗ7Ε : 

-Να παρατηρούμε τα επιστηµολογικά εμπόδια που έπρεπε να 

ξεπεράσει η ανθρωπότητα για να περάσει από την µια θεωρία στην άλλη . 


Παρόμοια προβλήματα αντιμετωπίζουν κι οι µαθητές µας. 


5.2. Μεγάλα λάθη . μεγάλων μαθηματικών! 


Η Ἱστορία των μαθηματικών γέμει από λάθη και μάλιστα από λάθη 
γιγάντων της σκέψης. Αυτό δεν θα πρέπει να ξενίζει τον αναγνώστη, αφού είναι 
λογικό οι πρώτοι που θα έλθουν σε επαφή µε τα μεγάλα προβλήματα και τα 
συνακόλουθα επιστηµολογική εμπόδια που μπορούν να υποκρύπτονται είναι οι 
ερευνητές µιας επιστήμης . Το παράδοξο είναι να αγνοούνται αυτά τα 
προβλήματα και να παρουσιάζονται έννοιες, που έχουν µια τεράστια ιστορική 
διαδροµή μαθηματικού κτισίματος και κατασταλάγματος , με 
Ὀπεραπλουστευμένο τρόπο. Με τρόπο , που να αγνοεί ή να προσπερνά το είδος 
των διδακτικών και επιστημολογικών εμποδίων που νοµοτελειακά προκύπτουν 
κατά την διδασκαλία τους. 

Επιστημονικές ρήξεις µε κατεστηµένες αντιλήψεις γίνονται συνεχώς στην 
ιστορία των θετικών επιστημών. Ο Δαρβίνος είναι ένας επιστήμονας που 


προεκάλεσε τεράστια ρήξη µε τις κατεστηµένες , παγιωμένες αντιλήψεις της 
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εποχής του. Το ίδιο και ο Φρόῦδ µε την ψυχανάλυση, ο Αϊνστάιν µε την γενική 
και ειδική θεωρία της σχετικότητος . 

Ἡ ανακάλυψη της υπεραγωγιμότητας στην Φυσική ακόμα και σε 
θερμοκρασίες -60’ ς κατέστησε µουσειακά τα μέχρι πρό τινος διδασκόµενα 


βιβλία Ηλεκτρισμού που έλεγαν ότι «για όλους τους αγωγούς του ηλεκτρικού 
1 
ρεύματος ισχύει ἈΝ, - ΑΙ -- ρα, όπου Αρη αντίσταση του αγωγού σε 


θερµοκρασία 6’ ς και Βο η αντίσταση του αγωγού στους 05 Ο. Το υπόδειγμα 
που υποδηλώνεται από τον τύπο αυτό, δίνει μηδενισμό της ὠμικής αντίστασης 
ενός αγωγού µόνο στο απόλυτο μηδέν δηλ. τους -273 ς . Η ανακάλυψη 
υλικού που δεν υπήκουε στο παλαιό υπόδειγμα (μοντέλο) ήταν ένα 
αντιπαράδειγµα στο «Δια κάθε αγωγό...» του υποδείγματος. '' 

Θα έλεγε κάποιος , ότι τα λάθη στις Φυσικές επιστήμες και οι 
συνεπακόλουθες αναθεωρήσεις των μοντέλων που περιγράφουν την Φύση, 
είναι συχνότατα λόγω της ατελούς επαγωγής που χρησιμοποιούν , δηλαδή 
εξάγουν συμπεράσματα από το ειδικό για το γενικό, πράγµα που είναι πάντα 
επισφαλές στο «πειραματικό αντιπαράδειγµα» ή παρατήρηση , που θα 
προκύψει και θα ανατρέψει ή τροποποιήσει την υπάρχουσα θεωρία. Εκ πρώτης 
όψεως υποτίθεται ὀτι τέτοια φαινόμενα δεν μπορούμε να έχουμε στον χώρο 
των μαθηματικών, λόγω της αξιωματικής θεμελιώσεώς τους και της Ελληνικής 
παράδοσης της αυστηρής διαπραγµάτευσής τους που κυρίως επέβαλαν τα 
«Στοιχεία» του Ευκλείδη, αφού εδιδάσκοντο σχεδόν ατόφια µέχρι των ηµερών 
μας. 

Δεν είναι φυσικά έτσι, αφού η Ἱστορία τῶν Μαθηματικών όπως προείπαµε γέμει 


λαθών. Ας δούµε μερικά: 


ΙΙ Το 1908 ο Όππος το παρετήρησε στους -271” Ο, μηδενισμό της ηλ. αντίστασης. Το 1960 
έγινε µια σοβαρή προσπάθεια ερμηνείας του φαινομένου, καθώς βρέθηκαν υλικά που μηδένιζαν 
την ὠµική τους αντίσταση στους --1305 6. Τέλει της δεκαετίας του 80 και αρχές της δεκαετίας 
του 90, έγινε πολύ σοβαρή έρευνα σε τέτοια υλικά , αφού µια από τις πολύ σπουδαίες 
εφαρμογές τους είναι στην κατασκευή κυκλωμάτων για «γρήγορους» Η/Υ ή και για τραίνα που 
{πτανται λίγα εκατοστά από το έδαφος για μηδενισμό τῶν τριβών και επίτευξη υψηλότατων 
ταχυτήτων.. 
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5.2.1. Η πλάνη του Πυθαγόρα 


Στα μαθηματικά η πρώτη τεράστια ρήξη αναλόγου σπουδαιότητος είναι η 
ανακάλυψη των αρρήτων από τους Πυθαγορείους στον 5’ αιώνα π.Χ. . Η 
παλαιά επιστημονική κατάσταση έλεγε ότι «Όλοι οι αριθμοί γράφονται υπό 
μορφή κλάσματος µε ακεραίους όρους» και η νέα ότι «Μερικοί αριθμοί 
γράφονται υπό µορφή κλάσματος»; Αμέσως υποτίθεται ότι όλοι οι 
προγενέστεροι και ο Πυθαγόρας ,«έκαναν λάθος»Την γεφύρωση του χάσματος 
έκανε ο Εύδοξος γύρω στο 370 π.Χ. που είναι και ο συγγραφέας του πέμπτου 
βιβλίου των «Στοιχείων» µε τον αναθεωρηµένο, εξαιρετικά ιδιόμορφο αλλά και 
ιδιοφυή ορισμό της αναλογίας , ο οποίος συμπεριελάμβανε και άρρητα μεγέθη 
ή μεγέθη έχοντα άπειρη ανθυφαίρεση. 

Σήµερα γνωρίζουμε κάτι πάρα πολύ ισχυρότερο για το πλήθος των 
ρητών και τῶν αρρήτων: Αν βάλουμε σε µια φανταστική κληρωτίδα όλα τα 
στοιχείατου ϐϱ µαζί µε όλους τους αρρήτους που μπορούν να προκύψουν Ως 
ρίζες πολυωνυμικών εξισώσεων µε ακεραίους συντελεστές . τότε θα έχω όλους 
τους αλγεβρικούς αριθμούς Ε. Επί πλέον θέτουμε στην κληρωτίδα τα 
στοιχεία απείρων στο πλήθος, (αλλά αριθμησίμων) αντιγράφων του ΕΒΕ . Αν 


θεωρήσω το σύνολο ΕΞ{0.., 105170 


10000000000 


) που έχει το ελάχιστο «πλάτος» 10: 
και θέσω στην κληρωτίδα μόνο τα στοιχεία του ΒΙΕ , τότε η 
πιθανότητα µε µια δοκιμή να επιλέξω στοιχείο που να ανήκει στο Ε ή σε 
κάποιο αντίγραφό του είναι ....μηδέν! Αυτό το εκπληκτικό και απίστευτο εκ 
πρώτης όψεως γεγονός, οφείλεται στο ότι το σύνολο των Αλγεβρικών είναι 
αριθμήσιμο , ενώ το Β είναι υπεραριθµήσιμο , και παράλληλα ισχύει ότι 
«άπειρη αριθµήσιμη ένωση αριθµησίµων συνόλων , δίνει αριθμήσιμο σύνολο» 


, ; , 12 ; ; 
Θα μπορούσε το Β να αντικατασταθεί µε το σύνολο του ϱαπίοιτ ΄ το οποίο είναι 


'3Το σύνολο του Οοπῖοτ ορίζεται ὡς εξής: Θεωρούμε το σύνολο [0.1]. Το τριχοτομούμε και 

εξαιρούµε το μεσαίο τμήμα του [5.3] .- Απομένει το [ Ἰ Ἔ Ἱ κάθε ένα από τα δύο 
33 3 3 

τμήματά του, το τριχοτομούμε και εξαιρούμε το μεσαίο κ.ο.κ. επ΄ άπειρον. Το σύνολο που 

προκύπτει από αυτή την επ΄άπειρον διαδικασία λέγεται «Σύνολο του ΟαπΠίοτ» και έχει πάρα 


πολύ ενδιαφέρουσες ιδιότητες. (Βλέπε και Σ.Νεγρεπόντης Σ. Γιωτόπουλος Ε. Γιαννακούλιας 
«Απειροστικός Λογισμός» Τόμος 1. σελ. 260) 
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κι αυτό υπεραριθµήσιµο, αλλά τρόπον τινά «χωρίς μήκος» (αυστηρά έχει 


μέτρο μηδέν ὥς προς το σύνηθες μέτρο στο Ἐ..) 


5.2.2.Όι «αδύνατοι αριθμοί» του Επ]οσ κ.α. 


Το 1770 ο Επ]ογ γράφει ότι οι ρίζες των αρνητικών αριθμών είναι 
«αδύνατοι αριθμοί» ενώ ακόµα και µετά 86 έτη , το 1856 ο Ώο Μοίρεπ 
γράφει ότι «Το σύμβολο ᾖΖ είναι ανερμήνευτο» Οι Φανταστικοί αριθμοί δεν 
έχουν ακόµη γίνει αποδεκτοί , θα λέγαμε ούτε καν οι αρνητικοί 
Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η αυτοβιογραφία του Φίεπάµα!΄ , στην 
οποία γράφει ότι όταν ήταν 14 ετών (δηλ το 1797 ) δεν μπορούσε να καταλάβει 
τον κανόνα τῶν προσήμων μεταξύ δύο αρνητικών αριθμών. Γιατί δηλαδή 
«πλην επί πλην δίνει αποτέλεσµα συν» Μοιάζει απίστευτο, αλλά ακόµα και το 
1920 δεν είχε δοθεί ικανοποιητική απάντηση σε αυτό το πρόβλημα, παρ΄ ότι η 
εμφάνιση των αρνητικών αριθμών είναι κατά πολύ παλαιοτέρα. Η ύπαρξη 
αρνητικών αριθμών στην λύση ενός προβλήματος µε εξίσωση μάλιστα ήταν 
τόσο ενοχλητική, ὡς προς το αναφορικό της νόημα , ώστε ο Ὠοδοκβτίος 
προέτεινε να αλλάζονται οι συντελεστές της εξίσωσης όταν προκύπτουν 
«λάθος» (-Ξαρνητικές) λύσεις. 

Για να γίνει πλήρως κατανοητό του τι έλεγε ο Ὠεδοατίες δίνουμε ένα 
συγκεκριμένο πρόβλημα : 

«Ὁ Γιάννης είναι 45 ετών και η κόρη του Ευγενία 12 ετών . Σε πόσα χρόνια θα 
έχει τετραπλάσια ηλικία από την κόρη τοῦ;» 

Λύση: έστω ότι αυτό θα επιτευχθεί µετά χ έτη. Τότε θα ισχύει: 

45!-χ-4{(121χ) «Ὁ 45-48-4χ-χ «»3χ--3 «ὸχξ-Ι . Άρα αυτό δεν θα επιτευχθεί 
στο μέλλον, και έχει ἤδη πραγματοποιηθεί πριν ένα χρόνο. 

Ο Βοξεαγίες για το ίδιο πρόβλημα θα έλεγε ότι κακώς προσθέσαμµε το χ 
υποθέτοντας α ρποτ! την πραγματοποίηση του γεγονότος στο μέλλον . Θα 
έπρεπε να επαναδιατυπώσουµε το πρόβλημα και να πούμε «πριν πόσα χρόνια 
είχε τετραπλάσια ηλικία» ,να βάλουμε -χ και να βρούμε χΞΙ αποφεύγοντας 


την αρνητική τιμή. 


53 ς5[οπάΠα] (Ηοπτί-Ματίο Βογίο) 1753-1842 Διάσημος Γάλλος ευπατρίδης συγγραφέας . 
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Την ίδια θεώρηση είχε και ο Εατπ]αΐ, οποίος και αυτός θεωρούσε ὡς «λάθος» 
τις αρνητικές ρίζες µιας εξίσωσης. Σήµερα ίσως να θεωρούμε δεδομένη την 
«φυσική ερμηνεία» της αρνητικής ρίζας στο πραγµατικό πρόβλημα που θέσαµμε 
, αλλά αφού ενοχλείο ο Ὠεδοβτες και ο Εοετπιαί , πρέπει να έχουμε 
τουλάχιστον κατά νου ως διδάσκοντες, κατά πόσο µπορεί να ενοχλείται και ο 
μικρός Νίκος της Β΄ Γυμνασίου. 

Στα 1803 ο σαγποί γράφει: 


«Ἔστω η αναλογία --- « Αν δεύτερος όρος της αναλογίας (-1) ήταν 


μικρότερος του μηδενός, τότε θα ήταν και μικρότερος του 1 (δηλ. του πρώτου 
όρου της αναλογίας, του 1). Τότε όµως και ο τέταρτος όρος της αναλογίας το 
1. θα ήταν μικρότερος από τον τρίτο (-1), πράγμα που αποτελεί αντίφαση.» 
Και συνεχίζει ο Οἁπιοί : «Λόγω τῶν αρνητικών παίρνουμε και κάτι άλλο 
παράλογο: Το (-3) είναι μικρότερο του (4-2). Εν τούτοις (-3):2(42). Δηλαδή 
ανάμεσα σε δύο ποσότητες άνισες, το τετράγωνο της μικρότερης , είναι 
μεγαλύτερο από το τετράγωνο της μεγαλύτερης, κάτι που καταπλήσσει τον νου 
μας» 

Αφού τον 19’ αιώνα διετυπώνεντο τέτοιες απόψεις, είναι φυσικό μάλλον ο 
8Η γύρω στα 1655 που παρ’ ότι εισήγαγε τις απειροσειρές τα 


απειρογινόµενα και βρήκε εκπληκτικά αποτελέσµατα στον Απειροστικό 
; ; ; κ Ἵν νον 
Λογισμό ως πρόδρομός του, να γράφει ότι ο ο και -[1»ο0 


Στην μαθηματική βιβλιογραφία τα περισσότερα ιστορικά λάθη στις απαρχές 
του Απειροστικού Λογισμού , φαίνεται να τα έχει διαπράξει ο ΕπΙετ , πράγμα 
που ίσως και να συνιστά απόδειξη ότι ήταν ο πλέον παραγωγικός μαθηματικός 
µετά την Αναγέννηση και ίσως όλων των εποχών. Το πλήθος τῶν 
αποτελεσμάτων που φέρουν το όνομά του είναι µια ένδειξη. Είναι φυσικό 
λοιπόν να έχει διαπράξει και τα περισσότερα λάθη, µιας και τον 185’ αιώνα που 
έδρασε επιστημονικά δεν είχε θεµελιωθεί η έννοια της σύγκλισης των σειρών 
και γι αυτό έλεγε λ.χ. ότι 

.-3-5--73-9--114-...Ξ 0 . Σήμερα αυτό θα μπορούσε να θεωρηθεί 
ασυγχώρητο λάθος για ένα μαθητή ή πρωτοετή φοιτητή, µιας και η πρώτη 


Ρις 1. διταῖς «Συνοπτική Ιστορία των Μαθηματικών» εκδόσεις Ζαχαρόπουλος 1982. σελ. 
171. 
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πρόταση που διδάσκεται στο κεφάλαιο των Σειρών , εἶναι ότι «Ακαγκαία 
συνθήκη για να συγκλίνι η σειρά λα, είναι α, -»0» Εδώ έχομε 
ν-ἰ 


- ᾧ : Ρ - : 5 ; 
α, -(-Ὀ (Ων ΓΙ) η οποία δεν είναι καν συγκλίνουσα και άρα ούτε η σειρά 


είναι δυνατόν να συγκλίνει. Στην πραγματικότητα μάλιστα, δεν υπάρχει σε 
οποιοδήποτε βιβλίο ούτε μία άσκηση µη σύγκλισης σειράς µε γενικό όρο 
αυτού του τύπου (µη συγκλίνουσα ακολουθία ) αφού συγκλίνουσες σειρές 
είναι µόνο κάποιες απ’ αυτές που έχουν γενικούς όρους µηδενικές ακολουθίες. 
Έτσι λοιπόν µε την σηµερινή θεώρηση το λάθος φαίνεται εντελώς 
παιδαριώδες. Τότε, µόνο τέτοιο δεν ήταν, αφού ήταν λάθος ενός πραγματικού 
γίγαντα των Μαθηματικών! 

Ο Εωἰςγ χειρίστηκε απειροσειρές µε αλγεβρικό τρόπο , κάτι που σήµερα 
γνωρίζουμε πώς γενικώς απαγορεύεται. Για παράδειγµα: έπαιρνε τον τύπο που 


σήμερα γνωρίζουμε ότι εκφράζει το «άθροισμα τῶν απείρων όρων 


; ρ 2 3 ἤ ; ͵ 
γεωμετρικής προόδου π΄ ΕΠ’ -Ε...... τ. (1) και τον παρόμοιο τύπο 
-Ῥ 
1... 1...1 1 Ἰ : ιά Ρ 
|----χΏ-τ-..--------- (2). τους προσέθετε κατά µέλη και έβγαζε 
π μἩ -Ἡ ΙΙ 1-3 
η 
; : ο Ἡ ὅν, ο 
τὸ συμπερασμοδτὶ:..αἩ--π-ή--------Εμ-Η-ῃ-ρε Ξ0. (39) 
π. π η 


Το λάθος αυτό σήµερα θεωρητικά το γνωρίζει ένας µαθητής της Β΄ Λυκείου, 


αφού η σχέση (1) ισχύει μόνον όταν |η|ἑ] (Ἀλενώ η σχέση (2) ισχύει μόνον 


όταν Γ «1 «»|π|»1(6τ) Οι (Ῥάς (3 Ἠ) δεν συναληθεύουν , συνεπώς η (3) 
η 


δεν ισχύει για κανένα πε]. Να σημειωθεί όµως, ότι οι τύποι αυτοί δεν είχαν 


προκύψει µε απειροστικές διαδικασίες «αλλά ο (1) ήταν το ανάπτυγμα του 
’ -1 ; ; ΄ ’ 
διωνύμου (1 -- π) επί το π. Ὑποτίθεται ότι το διώνυµο του Νονίοι 


αναπτύσσεται και µε εκθέτη --], επ΄ άπειρον . Ομοίως και ο τύπος (2) είναι το 
Ρ {ΠΠ : ἑ Σ : 
ανάπτυγμα του (1----) . Με αὐτές τις γενικεύσεις του , ο Επίετ είχε δεχθεί και 
η 


ως σωστά αποτελέσµατα, που η σηµερινή αναγραφή τους προκαλεί το 


λιγότερο...Φφρίκη! Συγκεκριµένα , ξεκινώντας από τον τύπο 
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-{-π}-1{-π{π}-π}ἠ-π᾽}....., θέτοντας η -2 έβγαζε την απίστευτη ' 


ισότητα --ΙΞ1-:2:416:-.... 
Στην θεμελίωση του απειροστικού λογισμού ο Επἰετ και συγκεκριµένα στο 
έργο του «Διαφορικός Λογισμός που δημοσίευσε το 1755 , έγραφε ότι µια 
απειροστή ποσότητα είναι αληθινά μηδέν . Συγκεκριµένα: 

αἙπάχ-α , ἄχ(άκ)”' -- ἀχ ,αναχ 1 οἶχ-- ανάκ. Επακριβώς 

έγραφε: 

«Υπάρχουν , επομένως άπειρες τάξεις των απείρως μικρών ποσοτήτων. Παρ 
όλο που αυτές οι ποσότητες είναι όλες ίσες µε μηδέν, υπάρχει σαφής διάκριση 
της µιας από την άλλη. Αρκεί να προσέξουμε την αμοιβαία σχέση τους , η 
οποία ερμηνεύεται µε ένα γεωμετρικό λόγο» 
Βεβαίως την έννοια του απειροστού δεν την είχε διευκρινίσει πλήρως οὔτε ο 
ίδιος ο ΓεϊρηῖΖ που μαζί µε τον Νενίοι θεωρούνται οι δύο βασικοί 
συνθεμελιωτές του Απειροστικού Λογισμού. Η έννοια του απειροστού ίσως να 
διευκρινίσθηκε μετά από δύο αιώνες στην δεκαετία του 60΄από τον Α. 
Κοβρίηπςοη µε την θεμελίωση της «μη συμβατικής Ανάλυσης» Γράφουµε «ίσως 
να διευκρινίσθηκε» διότι το αντίτιμο για την «διευκρίνιση» είναι η µη ισχύς 
του αξιώματος των Αρχιμήδους -Ευδόξου. Κατά την γνώμη του γράφοντος 
μάλιστα, µε µια αναλογικότητα , θα μπορούσαμε να δούμε αυτό το φαινόμενο 
ανάµεσα στην µη συμβατότητα τῶν νόμων της κλασσικής Φυσικής και της 
Κβαντομηχανικής, όπως και στην µη συμβατότητα των νόμων της 
μικροοικονομίας και της µακροοικονοµίας , δηλαδή ανάµεσα σε µικροκλίµακα 
και μακροκλίμακα. Το προηγούμενο είναι µια ενδιαφέρουσα ιδέα, που όµως 
χρειάζεται περαιτέρω προσέγγιση Επιστημολογική , Κυβερνητική και ίσως 
Φιλοσοφική. 
Γεγονός όµως ήταν ότι τον 18 αιώνα επικρατούσε μεγάλη σύγχυση µε τα 
απειροστά αφού η έννοια του ορίου που γνωρίζουμε σήµερα δεν είχε 
θεμελιωθεί. Από την µία µεριά ήταν οι μαθηματικοί οι οποίοι ήσαν βέβαιοι για 
την ορθότητα τῶν απειροστών , αφού έλυναν πραγματικά προβλήματα που δεν 
μπορούσε να λύσει η Γεωμετρία και από την άλλη µεριά ήσαν εκτεθειµένοι 


στην κριτική του Επισκόπου ΒετΚεῖον ο οποίος επιτέθηκε στην θεωρία των 


15 Ἠοννατά Ενος «Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών µετά το 1650» εκδόσεις ΤΡΟΧΑΛΙΑ τ.2 
σελ. 179 
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ροών" του Νονίοη το 1734 µε το κείµενο «Τῆς Απαϊγςο (Ο Αναλύστας) 
χλευάζοντας τα Απειροστά που άλλοτε τα θεωρούνε οι μαθηματικοί ὡς μηδέν 
και άλλοτε ως µη μηδέν. Τα παρομοίαζε µε «φαντάσματα ποσοτήτων που 
απέρχονται» Πίστευε μάλιστα, ότι τα σωστά αποτελέσµατα στα οποία έφθανε ο 
Απειροστικός Λογισμµός ήταν αποτέλεσµα αλληλοαναιρούμενων λαθών. Οι 
Ροές του Νεύτωνα ήταν απαράδεκτες για τον Βοτκεῖεν . Απευθυνόμενος µέσω 
του βιβλίου του στον «άπιστο Μαθηματικό» Ηα]]εν έλεγε: «Αλλά όποιος 
μπορεί να χωνέψει µια δεύτερη ή µια τρίτη Ροή (Ξπαράγῶγο) µια δεύτερη ή 
µια τρίτη διαφορά, δεν χρειάζεται νομίζω να τον πιάνει δυσπεψία για το 
οποιοδήποτε Σημείο του Θείου» 

Και αλλού συνέχιζε: «Οι επιστήμονες επιτίθενται στην θρησκεία ὡς παράλογης. 
Ας βελτιώσουν λοιπόν τον τρόπο µε τον οποίον οι ίδιοι σκέπτονται. Μια 
ποσότητα είναι μηδέν είτε όχι. Δεν υπάρχει τίποτε ενδιάμεσο.» 

Τους μαθηματικούς της εποχής του ο Βετκε]εγ τους χαρακτήριζε ὡς ανθρώπους 
που «συνηθίζουν να υπολογίζουν, αντί να σκέπτονται» 

Άλλο ένα σηµαντικά ιστορικό παράδοξο και λάθος που προεκάλεσε µεγάλες 
συζητήσεις είναι η σειρά του σπἰθο σγἁπ᾽ὶ (1671-1742) Αυτός ήταν ένας 


καθηγητής ιερωμένος από την Πίζα , γνωστός για την μελέτη του για την 


ροδοειδή καμπύλη (σε πολικές συντεταγμένες τ(θ-Ξημ(ωΐῦ) ; ὦ εκ) καθώς και 


άλλων καμπυλών που μοιάζουν µε άνθη. Ο «ταπάϊ ισχυρίζετο, ότι η διπλή 


ισότητα 


πο... ον Ξ/(1--1)}-ε(ἱ-- 1) -- (1-1) --....... Ξ0-0--0--0--....... 


είναι το σύμβολο της δημιουργίας εκ του μηδενός. Για να τεκμηριώσει το 
(απίστευτο µε τα σημερινά κριτήρια) εξαγόµενό του, του έδωσε αναφορικό 
νόημα µε ένα πρόβλημα, σύμφωνα µε το οποίο, ένας πατέρας αφήνει 
κληρονομιά ένα διαμάντι σε δύο γιους του , υπό τον όρο να μένει το πετράδι 
εναλλάξ στην κατοχή εκάστου αδελφού ανά έτος. Έτσι στον κάθε γιο θα ανήκε 
το ήμισυ. Πριν καταλήξει σε αυτό το συμπέρασμα , Είχε παρατηρήσει, ότι αν 
αναδιαταχθούν κατάλληλα οι όροι της 

16 Σύμφωνα µε την θεωρία των ροών του Νοννίοπ., για να βρει την «ροή» (ΞΞ παράγωγο) της 
συνάρτησης ΥΞ-χ”-ΕΙ, όπου χ έθετε χ:0 και σχημάτιζε την διαφορά [(χ10}᾽ «1]-[χ- ΕΙ]. 
Διαιρούσε την διαφορά µε το «0» Έκανε απλοποίηση του κλάσματος θεωρώντας το «Ὁ» ὡς 


οντότητα µη μηδενική και στην συνέχεια διέγραφε όσους όρους περιείχαν το ϐ ..Έφθανε έτσι 
στο σωστό αποτέλεσµα 3χ᾽. 
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δΞ[--1 1 --ἶ--1----Τ δίνουν ως αποτέλεσµα μηδέν (όπως είδαμε) ή 1 
, διότι αν θέσουμε αλλιώς τις παρενθέσεις, θα έχουμε 


ο δα Εως Φ5651-0-0-ὐ0--θ--....... «-» 5-1 


έτσι ο Οταπα] κατέληξε στο τουλάχιστον μεταφυσικό συμπέρασμα ότι η 
αληθής τιµή του 5 είναι η μέση τιµή του 0 και { , δηλ το » το οποίο ενέδυσε 
και µε την ιστορία του πατέρα µε το διαμάντι. 

Στο αποτέλεσµα '», μπορούμε να φθάσουμε και µε µια άλλη προσέγγιση: 


ς-ι-α- πι ο τι ες 


δ-]-5«» 
25Ξ]«» 
ο” 

2 


Το ἰδιο απίστευτο αποτέλεσµα 2 υποστήριξε και ο πολύς ΠοϊρηῖΖ 
υποστηρίζοντας ότι αφού κάνει και 0 και 1, η «αλήθεια» βρίσκεται στην µέση 
τιμή! 

Σήµερα γνωρίζουμε ότι αυτή η απειροσειρά δεν έχει νόηµα πραγματικού 
αριθμού και συνεπώς οποιοσδήποτε μαθηματικός της χειρισμός που την θεωρεί 
8 Ρτ10ῃ ὡς αριθµό, δεν έχει νόημα. 

Ο Οααςην το 1521 διατύπωσε την πρόταση ότι «Αν η ({π) είναι ακολουθία 
συνεχών συναρτήσεων και {ι--»Ε, τότε και η Γ είναι συνεχής» Η πρόταση αυτή 
σήμερα γνωρίζουμε ὁτι είναι λανθασμένη (Λβλ.ΒΙ7.Ι1.2) Τα πρώτα 
αντιπαραδείγµατα τα έδωσαν οι Εοπτῖογ και ΑΡεΙ . Την οριστική απάντηση 
έδωσε ο 5οἰ4ε]΄7 μετά από 26 χρόνια κάνοντας το αρχικό χτίσιμο της έννοιας 
της ομοιόµορφης συνέχειας. 

Με το χρόνο συσσωρεύθηκαν πάρα πολλά παράδοξα και έγινε σαφές ότι τα 
μαθηματικά περνούσαν µια δεύτερη μεγάλη κρίση. Την πρώτη κρίση την έλυσε 
ο Εὔδοξος µε την εισαγωγή του νέου ορισμού για την αναλογία. Το τιτάνιο 
έργο για την αυστηρή θεμελίωση του Απειροστικού λογισμού θα το αναλάβουν 
οι ΓΑσγᾶπσε , 4155, (απςΠν , ΕΙΕΠΙΑΠΠ και την προσπάθεια αυτή θα την 
συστηματοποιήσει τελικώς ο Υγοϊεγοίγα5ς µε την λεγόμενη «αριθµητικοποίηση 


της Ανάλυσης» αφ΄ ενός και την εισαγωγή τῶν «ε, ὃ, ορισμών» αφ΄ ετέρου. 


’7 Μια εξαιρετική προσέγγιση από επιστηµολογική άποψη στην ιστορική αυτή διαμάχη, έχει 
κάνει ο ΓαΚαίος στις «Αποδείξεις και ανασκευές» εκδόσεις ΤΡΟΧΑΛΙΑ σελ.Ι89-209 
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6. Οι Σημαντικές ιστορικές στιγμές του Απειροστικού 
Λογισμού και το αντιπαράδειγµα. 


6.1. Η ανακάλυψη της αρρητότητας του να. 
δη αναφέραμε , ότι η ανακάλυψη ότι ο λόγος της διαμέτρου 
τετραγώνου προς την πλευρά του , δηλ. το ΝΟ έχει άπειρη (περιοδική) 
ανθυφαίρεση [1.22222222....... ]ἠ (µε σύγχρονο συμβολισμό) εκφράζεται µε 
1 


ένα απέραντο συνεχιζόμενο κλάσμα της µορφής 1: Ἱ ή δεν 
2. 


τίθεται υπό την µορφή κλάσματος 7 μεα, β 


ακέραιους όρους, απετέλεσε αντιπαράδειγµα 
που κατέρριψε τον μέχρι τότε ισχυρισμό του Το 


Πυθαγόρα και της Σχολής του ότι «όλοι οι Ὃ 


αριθμοί και οι μεταξύ τους σχέσεις έχουν λόγο | Λωδεκάεδρο και το επίπεδο 
ακεραίου προς ακέραιο». ανάπτυγµά του σε κανονικά 


πεντάγωνα. 


Κατά τον νοη ΕΠΙΖὃ η ανακάλυψη των αρρήτων πο. ἃ 


μεγεθών, πρέπει να αποδοθεί στον Πυθαγόρειο 


Ίππασο τον Μεταπόντιο, ο οποίος θα πρέπει να 
έκανε την ανακάλυψη σε πεντάγωνο , µιας και 

η κάτω Ιταλία γέμει κρυστάλλων πυριτίου που 

είναι κανονικά δωδεκάεδρα και σχηματίζονται 

από κανονικά πεντάγωνα 7 
Θέλοντας ο Ίππασος να βρει το κοινό µέτρο πλευράς 

και διαγωνίου του κανονικού πενταγώνου µε αμοιβαία υφαίρεση 

(“Ξανθυφαίρεση), εκτελεί την σχετική Ευκλείδειο αλγοριθµική διαδικασία. 

Αυτή συνίσταται στο να βρούμε πόσες ακέραιες φορές η πλευρά χωρά στην 

διαγώνιο (εδώ μία φορά ) και τι περισσεύει. Στην συνέχεια αυτό που 


περισσεύει πόσες ακέραιες φορές χωρά στην πλευρά (πάλι μία φορά) και τι 


᾿δ βλέπε και Διονυσίου Α. Αναπολιτάνου «Εισαγωγή στη Φιλοσοφία των Μαθηματικών» 
εκδόσεις ΝΕΦΕΛΗ 1985, σελ. 24-27. 
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περισσεύει” Αυτό όµως που περισσεύει την δεύτερη φορά , είναι η πλευρά 
του μικρότερου κανονικού πενταγώνου . Έτσι, αυτή η αλγοριθµική διαδικασία 
συνεχίζεται επ’ άπειρον (όπως φαίνεται στο παραπλεύρως σχήμα) και είναι 
αδύνατον να πάρουμε ένα κοινό μέτρο , αφού δεν σταματάει ποτέ. Αν υπήρχε 
όµως κοινό μέτρο, οσοδήποτε μικρό, αυτή η ανθυφαιρετική διαδικασία θα 
διαρκούσε πεπερασμένα βήματα, επομένως δεν υπάρχει κοινό μέτρο μεταξύ 
πλευράς και διαγωνίου κανονικού πενταγώνου! Το άλλο είδος αριθμού που 


δημιουργείται εδώ εκφράζεται µε την επ’ άπειρον περιοδική ανθυφαίρεση 


αν... ] ή το συνεχές άπειρο κλάσμα 
1 
1 Εμ... οποίο εκφράζει τον λόγο της χρυσής τομής 
ΓΕ 
1 
ΓΕ 
1 
ος Ϊ 
ΓΕ 
ρα 
1 
τονφ, όπου φ- ες 2.1 Οἱ 8 


του Γαλιλαίου. 


Είναι πάντα όπως νομίζει ο πολύς κόσμος το µέρος μικρότερο του όλου; Μέχρι 
την ανακάλυψη τῶν αρνητικών αριθμών αυτό ήταν µια κοινή έννοια στον 


Ευκλείδη” και µια δεδομένη αρχή σε όλους τους ανθρώπους: Αλλά όµως, 
αντιπαραδείγµατος χάριν η ανίσωση σαλα µε την απροσδόκητη 


μετάφραση «το ήμισυ είναι μεγαλύτερο του όλου» ,αληθεύει για κάθε χ«θ. 
Αυτό και σήμερα αποτελεί ένα επιστηµολογικό εμπόδιο για τα παιδιά του 
Γυμνασίου, αφού η αντίθετη ακριβώς πρόταση αποτελεί «κοινή έννοια» . 

Τι γίνεται όµως µετις άπειρες οντότητες; 

7 Σε αυτά τα συμπεράσματα µπορεί να φθάσει ο αναγνώστης, αρκεί να παρατηρήσει ότι 
δημιουργούνται συνεχώς ισοσκελή τρίγωνα µε γωνία κορυφής 36" και βάσης 72’-2χ36" καθώς 


και ισοσκελή τρίγωνα µε γωνία κορυφής 1085 -3»365 και βάσης 36". 


20 ΄ κ { { ν « ϱ/ - / - 
Η πέμπτη κοινή έννοια στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη «Καὶ τὸ ὅλον τοῦ μέρους μεῖζον 
[ἐστιν |.» 


” 


Ἠδη στις αρχές του 17ου αιώνα, ο Γαλιλαίος επεξεργάστηκε τα παράδοξα του 
απείρου”, και παρατήρησε ότι είναι δυνατόν να οριστεί μία «1-1» και επί 
αντιστοιχία ανάμεσα στους φυσικούς αριθμούς και τα τετράγωνά τους. Το 
βιβλίο του µε τίτλο «Συζητήσεις και μαθηματικές αποδείξεις για δύο νέες 
επιστήμες που αναφέρονται στη μηχανική καὶ στις τοπικές κινήσεις» (16356) 
περιλαμβάνει ένα διάλογο στον οποίο ο δα]νίαίϊ, εκφράζοντας τις ιδέες του 
Γαλιλαίου. λέειτα ακόλουθα: 

«Ό,τι είπαμε αφορά ένα πλήθος δυσκολιών που ανακύπτουν διότι, όταν 
χρησιμοποιούμε τις περιορισμένες νοητικές µας ικανότητες για να συζητήσουμε 
σχετικά µε το άπειρο, αποδίδουµε σ᾽ αυτό ιδιότητες που γνωρίζουμε από 
πράγματα πεπερασμένα καὶ φραγμένα. Τούτο όμως εἶναι εσφαλμένο, διότι 
ιδιότητες όπως το μεγαλύτερο ή το μικρότερο μέγεθος και ἡ ισότητα δὲν 
εφαρμόζονται στο άπειρο: δὲν μπορούμε να πούμε ότι ένα άπειρο είναι μικρότερο 
απὀ ένα ἄλλο, ή ότι ένα άπειρο εἶναι ίσο µε ένα ἀλλο.» 

Για να αποδείξει την ιδέα του, ο Φα]νίαίὶ επισημαίνει ότι, αφ᾽ ενός, «τα 
τετράγωνα είναι τόσα όσες και Οἱ ρίζες, αφού κάθε τετράγωνο έχει τή ρίζα του 
και κάθε ρίζα το τετράγωνό της; κανένα τετράγωνο δὲν μπορεί να ἔχει 
περισσότερες από μία ρίζες, και καμία ρίζα περισσότερα από ένα τετράγωνα ... 
Επίσης, οἱ ρίζες είναι τόσες όσοι καὶ οἱ αριθμοί, διότι δεν υπάρχει αριθμός που 
δεν μπορεί να γραφτεί ως ρίζα κάποιου τετραγώνου: επειδή έτσι έχουν τα 
πράγματα, πρέπει να παραδεχτούμε ότι τα τετράγωνα είναι τόσα όσοι καὶ Οἱ 
αριθμοί...» 

αλλά, αφ’ ετέρου 

«το πλήθος των αριθμών --τετραγώνων και µη-- εἶναι μεγαλύτερο απὀ το 
πλήθος των τετραγώνων,» 

και επίσης, «όσο προχωρούμε προς μεγάλους αριθμούς, το πλήθος των τε- 
τραγώνων μειώνεται συνεχώς και ταχύτατα.» 

Σύμφωνα µε τον δα]ν[ϑα{], μόνο ένας τρόπος υπάρχει για να αποφύγουμε την 


παραπάνω αντίφαση: 


"Το καλύτερο στα Ελληνικά βιβλίο για το μαθηματικό άπειρο. είναι το «Αναζητώντας το 
άπειρο» του Νάππι ΥἁαΚονίονιο ΝΙ]οπἱείπ. Είναι ένα μικρό βιβλίο, εξαιρετικά εκλαϊκευμένο 
και ταυτόχρονα εξαιρετικά επιστημονικό και πλήρες , πράγμα που υπό συνήθεις προῦποθέσεις 
θα αποτελούσε αντίφαση. Η φαινομενική «αντίφαση» αίρεται µε τη µαεστρία και πληρότητα 
που παρουσιάζει το θέµα ο συγγραφέας και µε την άρτια µεταφραστική εργασία που έχει γίνει. 
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«Δεν βλέπω άλλη λύση απὀ το να παραδεχτούμε ότι υπάρχουν άπειροι αριθμοί, 
άπειρα τετράγωνα και άπειρες ρίζες. 4εν μπορούμε να πούμε ότι τα τετράγωνα 
είναι λιγότερα από τους αριθμούς ή ότι οι αριθμοί είναι περισσότεροι απὀ τα 
τετράγωνα: σε τελική ανάλυση, οἱ ιδιότητες της ισότητας και του μικρότερου ή 
του μεγαλύτερου μεγέθους είναι εφαρμόσιµες μόνο στις πεπερασμένες ποσότητες, 
και ὀχι όταν ασχολούμαστε µε το άπειρο.» 

Ουσιαστικά, τα παραπάνω δείχνουν ότι ο Γαλιλαίος είχε επίγνωση της έννοιας 
της αμφιμονοσήμαντης («1-1» και επί ) αντιστοιχίας, είχε αντιληφθεί ότι µια 
τέτοια αντιστοιχία µπορεί να οριστεί ανάµεσα στους φυσικούς αριθμούς και τα 
τετράγωνά τους, Και ότι, συνεπώς μπορούσε κανείς να πει ότι τα εν λόγω 
σύνολα έχουν το ίδιο πλήθος στοιχείων. Είχε αντιληφθεί, επίσης, ότι είναι 
δυνατό το µέρος να είναι ίσο µε το όλον στην περίπτωση ενός απειροσυνόλου. 
Κατέληξε όµως στο λανθασμένο συμπέρασμα ότι όλα τα άπειρα εἰναι ίδια. 
Αυτό ισχύει όσον αφορά τα υποσύνολα του συνόλου τῶν φυσικών αριθμών, 
τα οποία έχουν άπειρα στοιχεία που είναι δυνατόν να αριθµηθούν. 

Ο Γαλιλαίος δεν μπορούσε να φανταστεί ότι το σύνολο τῶν σημείων ενός 
διαστήματος δεν είναι δυνατόν να απαριθµηθεί Όπως οι αρχαίοι ατοµικοί 
φιλόσοφοι, υπέθεσε και αυτός ότι ένα διάστηµα αποτελείται απὀ άπειρο πλήθος 
αδιαίρετων μερών τα οποία μπορούν να αριθµηθούν. Το αντιπαράδειγµα εδώ 
θα έλθει από τον (αΠίοΟΓ και το περίφημο διαγώνιο επιχείρηµά του, που θα 


δούμε παρακάτω. 


63. Ο «απίος ανακαλύπτει την άλλη διάσταση του απείρου. Το 
Νισοπληθικό µετο Ζ, και το ο! 


Έτσι, οι άρτιοι φυσικοί παρ΄ ότι φαίνονται να είναι οἱ μισοί σε σχέση µε 


όλους τους φυσικούς , υπάρχει απεικόνιση { από το Νστο σύνολο τῶν 
αρτίων µε {Γ(1)Ξ2π που εἰναι «1-1» και επί. Ομοίως και το παράδειγµα του 


Γαλιλαίου αντιστοιχίζει τους τετράγωνους φυσικούς µε όλους τους φυσικούς, 
παρ΄ ότι οι τετράγωνοι εμφανίζονται µε όλο και μικρότερη συχνότητα 
αυξανοµένου του η . Αυτό µπορεί να το διαπιστώσει κάποιος αν θεωρήσει την 
ταυτότητα (1.1) --π᾽ - 2η] η οποία κατ΄ ουσίαν λέει ότι η απόσταση δύο 


διαδοχικών τετραγώνων είναι (σχεδόν) ανάλογη του πη, ή αλλιώς, η απόσταση 
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μεταξύ δύο διαδοχικών τετραγώνων δεν είναι φραγμένη και άρα µπορεί να γίνει 
απεριόριστα μεγάλη. Ο Γαλιλαίος αντί για τα τετράγωνα θα μπορούσε να 
θεωρήσει του κύβους ή και οποιαδήποτε δύναμη που η κατανομή τους στο Ν 
φαίνεται να είναι ακόµα «πιο αραιή» από τα τετράγωνα και να καταλήξει στο 
ίδιο συμπέρασμα. Φαίνεται λοιπόν, ότι κάθε γνήσιο αλλά άπειρο υποσύνολο 
του Ν να είναι ισοπληθικό με το ίδιο το Ν. Τι γίνεται όμως µε τα 
υπερσύνολα του Ν; Για το Ζ έχω ότι κι αυτό έχει τον ίδιο πληθικό αριθµό µε 
το Ν, αφού μπορώ να ορίσω συνάρτηση 
22,αν 2320 
-1]-2Ζ,ανΖ« ; 


’3-Νµε/θ-{ 


η οποία όπως μπορούμε εύκολα να δείξουμε είναι «1-1» και επί. 


Γιατο 0 ήλπιζε ο ο Οαπίοτ,, ότι δεν θα είναι ισοπληθικό µε το Ν."" Μην 


Ν Ζ ; / 23 { / / 
ξεχνάμε ότιτο ϱ είναι πυκνό στο ἵΚὶκ "και φυσικά πυκνό και στον εαυτό του. 
Παρ’ όλα αυτά έκπληκτος ανεκάλυψε ότι κι αυτό είναι του ιδίου πληθικού 
αριθμού , αφού κατόρθωσε να θέσει σε «1-1» και επί αντιστοίχιση τα στοιχεία 


του (} µετα στοιχεία του Ν, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα: 


1 
1 1 1 1 - 
Ὁ...ᾱ-. ο, αν. 5 
' 2 3 μυ 
ν΄ ος ἕς δ» 
κ: δ ο 5 
1 2 3 4 
ν 2 ν΄ -ᾱ να 
ἘΠ 5 δ: Ὅν 
1 2 3 4 
ν΄ ν΄ ν΄ σ΄ 
ο. πλ -- 
1 2 3 4 κενόν. 


Για να εξηγηθεί αυτή η «βουστροφηδόν» διαγώνια απαριθµητική 


διάταξη, πρέπει να παρατηρήσουμε τα εξής: 


3 Ὑπενθυμίζουμε ότι τον πληθικό αριθµό τῶν φυσικών τον απεκάλεσε ο Οαπίοι «άλεφ 
μηδέν» χρησιμοποιώντας το πρώτο γράμμα του Εβραϊκού αλφαβήτου άλεφ µε δείκτη μηδέν : 
Νο Τον ίδιο πληθικό αριθµό έχουν και όσα σύνολα μπορούν να τεθούν σε «1-Ι» και επί 


αντιστοίχιση µετο Ν. 


23 μα , μα , Ἡ - - , 
«Το Ο είναι πυκνό στο Ελσημµαίνει, ότι ανάµεσα σε δύο πραγματικούς (οσοδήποτε 
κοντινούς) πάντα υπάρχει ρητός. 
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Στην πρώτη σειρά γράφουμε όλα τα κλάσματα που έχουν αριθμητή το 1 , στην 
δεύτερη όλα τα κλάσματα µε αριθμητή το 2 , στην τρίτη όλα τα κλάσματα µε 


αριθµητή το 3, κ.ο.κ. Έτσι, ένα κλάσμα µπορεί να επαναλαμβάνεται άπειρες 
1 
φορές, (π.χ. - ο Ἑνην, )αλλά αυτό δεν επηρεάζει την απαρίθµηση αφού 


/ ͵ ΠΡ { / { κ 24 
σαρώνονται όλοι οι ρητοί έστω κι αν κάποιοι σαρώνονται άπειρες φορές"... 


κ ΄ ΄ ΄ ο ΄ 
6.4. Το 0 είναι ισοπληθικό µε το σύνολο 8 τῶν αλγεβρικών! 


Υπενθυμίζουμε, ότι αλγεβρικοί είναι όλοι οι αριθμοί που μπορούν να 
προκύψουν ως ρίζες πολυωνύμων µε ακεραίους συντελεστές. Προφανώς όλοι 
οι ρητοί είναι αλγεβρικοί , αλλά και κάθε αριθµός που µπορεί να προκύψει ως 
εξαγόµενο ρητών µέσα από µια παράσταση που περιέχει πεπερασµένες φορές” 
τα σύμβολα της πρόσθεσης της αφαίρεσης του πολλαπλασιασμού της διαίρεσης 
της ὕψωσης σε δύναμη και της εξαγωγής ρίζας οιασδήποτε τάξεως 
Ουσιαστικά , οι αλγεβρικοί περιέχουν όλους τοὺς ρητούς και όλες τις ρίζες 


ρητών οιασδήποτε τάξεως. Η απόδειξη χρησιμοποιεί την έννοια του ύψους ενός 


πολυωνύμου: 
Αν Ρ(χ)Ξαιχ'τανιχ''--...ταιχ-αρ µε αιεΝκαι ΠΣ] εΝκαι αν--0.και 
Ρ(χ)Ξ0., τότε ως ὕψος Π ορίζουμε τον αριθµό πΞν!ασΗ|αι||α2|-...Τ|αν|. Μπορώ 


να θεωρώ πάντα ότι αρ»Ό χωρίς βλάβη της γενικότητας , (διότι αν αο-θ , 
αλλάζω τα πρόσηµα στην εξίσωση και έχω µια ισοδύναμη.) Προφανώς 
ΠΕΝκαι ΠΣ]. Επίσης εύκολα φαίνεται, ότι υπάρχουν πεπερασμένα στο 
πλήθος πολυώνυμα µε δεδομένο ύψος Π. Γνωρίζουμε επίσης, ότι ένα 
πολυώνυμο βαθμού ν έχει το πολύ ν διαφορετικές ρίζες. Με βάση αυτά , 


μπορούμε να βάλουμε σε µια σειρά όλους τους αλγεβρικούς αριθμούς που 


Ἄ Στην πραγματικότητα, όλοι οι ρητοί σαρώνονται άπειρες φορές, αφού ο τυχών Κ' µε (κ.λ) -1 
2 


εμφανίζεται πρώτη φορά στην κ-οστή γραμμή και στην λ-οστή στήλη, αλλά και στην νκ-οστή 
γραμμή και νλ-οστή στήλη, για κάθε ν ε Ν δηλ. κάθε ρητός σαρώνεται άπειρες (αριθµήσιμες) 
φορές. 


25 κ μα Ἡ μα { , { ; 
Η πεπερασμένη εφαρμογή τῶν πράξεων είναι αναγκαία, διότι επί αντιπαραδείγµατι, 
και ο ο αποδεικνύεται ότι δεν είναι αλγεβρικός είναι δηλ. είναι 


ο -. 8. ----6 
υπερβατικός. Η πλήρης και λεπτομερής απόδειξη αυτού υπάρχει στο διαδίκτυο σε εργασία του 


Ὀποφαινομένου και µπορεί να αναζητηθεί µε τις λέξεις -κλειδιά «υπερβατικότητα , 6, π» 
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προκύπτουν από πολυώνυμα ύψους ΗΞΙ , αφού εἰναι πεπερασμένοι στο 
πλήθος, παραλείποντας όσους τυχόν επαναλαμβάνονται. . Στην δεύτερη σειρά 
» ομοίως μπορούμε να καταγράψουµε όλους τους αλγεβρικούς που 
προκύπτουν από πολυώνυμα ύψους Πξ2 κ.ο.κ. Έτσι μπορούμε να τους 
απαριθµήσουµε όλους , αντιστοιχίζοντάς τους κατ΄ ουσίαν µε όλα τα στοιχεία 


του ὁ ! 


6.5. Το (0.1) έχει περισσότερα στοιχεία από το ὁ | 

Μετά από αυτό ο Οἠπίοτ άρχισε να πιστεύει ότι και το σύνολο (0,1) έχει 
πληθικό αριθµό δὲ, αλλά προς μεγάλη του έκπληξη δεν ήταν έτσι! ...... 
Ὑπέθεσε ο (απίοτ ότι υπάρχει απαρίθµηση για όλους τους αριθμούς του (0,1). 
Τότε όµως θα μπορούσαμε να τους γράψουμε σε µια σειρά όπως στο 
παρακάτω σχήμα µε το δεκαδικό τους ανάπτυγμα. Η δεκαδική ανάπτυξη είναι 
μοναδική, αν απαιτήσουμε ὀταν τυχαίνει ο αριθµός να είναι σε µορφή µε 


περιοδική μορφή µε περίοδο το 9, και το τελικό δεκαδικό τμήμα του είναι 


ορ αθ9ΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟΟ......., τότε να τίθεται στην ισοδύναμη μορφή του 
(αΓ-1)0ΟΟΟΟΟΟΟΟΟ.......... όπου α ψηφίο διάφορο του 9. 
Π.χ. Ο,6999099999..... -07 ἡ 0,59999999909....... Ξ09 ή 


0.4567999990909...... -0,4568 


.. 

- αἱ 1 1 1 
αι - ϐ,ατα ρα α 

- ον ας Ὁ 2 2 
- 2 . 0 , Ω 1 α πα 3 α Γη 

-- 3 ενα. 3 
α 3 Ἐξ 0 2 Ω͂ 1 ἄα 2 Ω͂ 3 . Ω͂ ορ 

--- [1] [η [η ΣΝ, 
Ω͂ [1] τ 0 . 4 [ Ω͂ 2 Ω͂ ο εκ εκ ε εκ κνν Ω͂ κ 
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Ια , , 1.9, 3 , 
Θεώρησε έπειτα ο ΟαΠίοΓ τον αριθµό αΞθ,αιαραι ......μ-ιιιι. ο οποίος 
προκύπτει αν πάρουμε τα διαγώνια στοιχεία των αριθμών που έχοµε μέχρι 
στιγμής υποθέσει ότι έχουν αντιστοιχηθεί µε το Ν. 
Στη συνέχεια κατασκευάζουμε τον αριθµό Ρ-0,Ρ)/;Ρ.......Ρ,........ 
, µ , 26 μ 
σύμφωνα με τον εξής (ελεύθερο΄ ) κανόνα 
1 2 3 κ Ζ Ζ / 
ο πμ κ Τότε ισχυριζόµαστε ότι ο αριθµός 


ῥ που κατασκευάσαµε, δεν ανήκει στην απαρίθµηση του (0,1) που έχομε 
θεωρήσει, διότι διαφέρει απὀ κάθε ένα τουλάχιστον κατά το διαγώνιο ψηφίο εκ 
κατασκευής. Φθάσαμε επομένως σε άτοπο υποθέτοντας ότι όλα τα στοιχεία του 
(0.1) απαριθμούνται . Επομένως τα στοιχεία του (0,1) δεν είναι δυνατόν να 
τεθούν σε αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία µε το Ν. 
Έκτοτε η απόδειξη αυτή λόγω της κατασκευής της , έμεινε στην 

Ἱστορία των Μαθηματικών ως «Διαγώνιο επιχείρημα του Ο8πίοτ» 
Στην συνέχεια ο (απίοι συνέχισε την εργασία του και φάνηκε ότι το (0,1) είναι 
ισοπληθικό µε οποιοδήποτε διάστηµα (α.β) µεα, β 20 οσοδήποτε μεγαλύτερου 
πλάτους όπως φαίνεται από το παρακάτω σχήμα: 
Από τα όμοια τρίγωνα ΑΒΙΔι και ΑΒΔ έχουμε ότι: 

ΑΒ,  κ-θ 

ΑΒ. /Ώ}-α 


(Ὁ) 


Από τα όµοια τρίγωνα ΑΒΙΓΙ και ΑΒΓ έχουμε 


ΑΒ. 1-0 ο) ι 
ΑΒ β-α Β 


Από (1) και (2) έχουµε ότι 8 {χ) β 
;ο)-(θ-α)γτα 


η οποία αν οριστεί µε πεδίο ορισμού το (0.1) . έχει πεδίο τιµών το (α,β) και 


είναι «1-1» και επί. 
Αναλόγως εργαζόµαστε και όταν το (α,β) είναι µικροτέρου πλάτους είτε τα α, β 


παίρνουν αρνητικές τιµές. 


26 Ἡ ’ Ζ Ζ Ἡ , 
Χαρακτηρίζουμε ὡς «ελεύθερο» τον κατασκευαστικό κανόνα διότι ο β δεν προκύπτει 
αναγκαστικά μονοσήμαντα. Θα μπορούσαμε να τον «στενέψουμε» για να προκύπτει ο β 


᾿ 2αν α) -2 
μονοσήμαντα θέτονταςλ.χ. β-- " ΠΕΝ 
αν α.Ξ-2 


»Νί 


6.6. Το ευθύγραμμο τµήµα είναι ισοπληθικό σε σηµεία µε ηµιευθεία ή µε 


ευθεία! 


Αν για τα διαστήματα φαίνεται τρόπον τινά «φυσιολογική» η ισοπληθικότητα, 
δεν συμβαίνει το ίδιο ανάµεσα σε ευθύγραμμο τµήµα και ηµιευθεία όπως και 
ανάµεσα σε ευθ. τμήμα και ευθεία . Ο Λόγος είναι το πεπερασμένο του μήκους 
για το ευθύγραμμο τµήµα και το άπειρο του μήκους για ηµιευθεία και ευθεία. 
Και εδώ όμως, έχω ισοπληθικότητα όπως φαίνεται από τα παρακάτω 


γεωμετρικά υποδείγματα: 


τττ------------- 


Το ΟΑΒΓ είναι τετράγωνο”. Το ΟΑ είναι το διάστηµα [0,1]. ΠΙ είναι το τυχόν 
χ που ανήκει στο [0.1] . Το Τι , απεικονίζεται µε την κάθετη στο σηµείο Ρ της 
διαγωνίου ΟΒ και έπειτα µέσω της προέκτασης της ΓΡ, το ΠΙ απεικονίζεται 
στο Π της ημιευθείας. Από τα όµοια ορθογώνια τρίγωνα ΟΠ και ΠΙΠΡ, έχομε 


ο. ο", {0 1 


τος -- 3 
ΟΠ-ΟΑ ΡΠ, Τίά)-α αχ 


την ισότητα λόγων 


Από την (1) τελικά παίρνουμε ότι { (---- της οποίας αν θεωρήσουμε 
-χ 


πεδίο ορισμού το [0,1) έχει πεδίο τιμών το [0, 1ο0) και είναι «1-1» και επί. 
Η δικαιολόγηση της αμφιμονοσήμαντης αντιστοίχισης µπορεί να γίνει είτε 
µε γεωμετρική ορολογία , είτε µε σύγχρονη τῶν συναρτήσεων. Όμως το 


σηµαντικό είναι 


7 Το σχήμα αυτό υπάρχει στο αξιόλογο βιβλίο του Μοττὶς ΚΙίπο «Τα Μαθηματικά στον Δυτικό 
Πολιτισμό» Τ.Β΄ εκδόσεις «Κώδικας» σελ. 259 
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ότι η εποπτεία του γεωμετρικού προτύπου υποβάλει την ανακάλυψη της 
Τ1[0,8 -υ[0,--οο) που είναι «1-1» και επί. 

Στο παρακάτω γεωμετρικό πρότυπο έχω την αντιστοίχιση των σημείων του 
(0,1) στο Κ . Το 2 απεικονίζεται στο 0, το χ΄ που ανήκει στο ( να , 1) 


απεικονίζεται στον θετικό ΙΧ’) . όπως και το χ που ανήκει στο (0, '2 ) 


απεικονίζεται στον αρνητικό Πχ). 


Από την ομοιότητα στα δύο εμφαινόμενα ζεύγη ορθογωνίων τριγώνων 


του σχήματος και µε εφαρµογή του Πυθαγόρειου Θεωρήματος, έχω: 


1 1 
͵ ση --χ 
- 2 2 ᾿ 2 2 
Από (1) και (9) επάγεται η κατασκευή της 


1 | 
τω τ. 
τ, 


να ελέγξουμε ότι η Ε είναι «1-1» και επί του Ν. 


7:0, ΣΕ µε Γ(α) - 


μεκ20. Εύκολα μπορούμε 


Ένα γνωστότερο και κοινής χρήσεως αποτέλεσµα που έχοµε σήµερα είναι η 


συνάρτηση εφαπτομένη {: ο αν -» ΙΝ µε {(α)Ξ εῴχ η οποία είναι «]- 


1» και επίτου Κ. Η συνάρτηση εφχ., υπάρχει στο ίδιο πρότυπο του σχήματος, 
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αρκεί να το φανταστούμε µε κ-0 σε στροφή 90’ και αντί του (0,1), το (-π/2 


2 ς 


6.7. Ένα τετράγωνο έχει ίσο αριθµό σημείων µε ένα ευθύγραμμο τμήμα! 


Το 1877 ο Οκαπίο: , απέδειξε ότι το τετράγωνο [0,1]κ[0,1] είναι 

ισοδύναμο µε το [0,1]. 
Παρ΄ ότι ο Ο”πίοτ είχε αποδείξει αυτό το αποτέλεσµα , ήταν απροετοίµαστος 
να το αποδεχθεί. Αυτό µπορεί σήµερα να µας προκαλεί έκπληξη, αλλά θα 
πρέπει να γνωρίζουμε το κλίμα της εποχής που ήταν πάρα πολύ εχθρικό για τον 
Οαπίοτ . Ακόμα και σήμερα υπάρχουν κριτικές και αντιρρήσεις για την θεωρία 
των απειροσυνόλων του (Οαπίοί καὶ όχι μόνο για τα παράδοξα που 
δημιούργησε. Εκείνη την εποχή ο Ροῖποατο τα χαρακτήρισε «αρρώστια» από 
την οποία µια μέρα τα μαθηματικά θα θεραπευθούν. 

Ο μεγαλύτερος εχθρός όµως του Οαπίοι υπήρξε ο δάσκαλός του ο 
Γοορο]ά ΚτοποςΚοτ , ο οποίος ήταν εκπρόσωπος του τότε Γερμανικού 
επιστημονικού κατεστημένου και έφθασε στο σηµείο να χαρακτηρίζει τον 
Οαπίο: µε φράσεις όπως: «επιστημονικός τσαρλατάνος» «αποστάτης» και 
«διαφθορέας της νεολαίας» Αυτή η πρωτοφανής πολεμική που δέχθηκε ίσως να 
βάρυνε στο να αποβιώσει ο Οαπίοί σε ένα ψυχιατρείο το 1915 .. Προηγουμένως 
έστω και για λίγο ευτύχησε να δει την δικαίωση της θεωρίας του, αφού µε 
αυτήν το 1901 εμπλούτισε ο Γεὔρεδριε την νεότατη τότε θεωρία μέτρου . Η όλη 
διαμάχη είχε αιτία την αποδοχή του απείρου από μέρους του Οαπίο: Ως 
ολοκληρωμένης και τελειωμένης οντότητας , πράγμα που θεωρείτο για άλλους 
μαθηματικούς όπως είδαμε εντελώς απαράδεκτο. Η αλήθεια είναι ότι η θεωρία 
των υπερπεπερασμένων αριθμών οδήγησε σε παράδοξα όπως του Ειςςε]] του 
Βυτα]! Εοπί; τα οποία ξεκαθάρισαν λίγες δεκαετίες µετά . χωρίς όµως αυτό να 
σημαίνει ότι τα πάντα έγιναν αποδεκτά από όλους. Η συνέχεια της διαμάχης 


τῶν ΟαΠίΟΓ -Κτοποςώκετ έγινε στον 20’ αιώνα σε άλλο επίπεδο όµως , μεταξύ 


δ Ἢ θεωρία των υπερπεπερασμένων αριθμών και τα παράδοξα των Βυς5οί, Βυτα]ί Εοτή κ.ά.. 
εκφεύγει τῶν πλαισίων τῆς παρούσης εργασίας. Επειδή όμως παρουσιάζουν ενδιαφέρον 
συστήνουµε στον αναγνώστη ένα προσιτό βιβλίο, όπως είναι η «Εισαγωγή στην Φιλοσοφία 
των Μαθηματικών» του Διονυσίου Α. Αναπολιτάνου εκδόσεις ΝΕΦΕΛΗ 1986 καθώς και του 
βιβλίου του Κπάν ΚιοΚετ «Το άπειρο κι ο Νους» -Παν. Εκδόσεις Κρήτης 1999. µε την 
αναγκαία επισήμανση ότιτο δεύτερο βιβλίο είναι σαφώς πιο δύσκολο από το πρώτο. 
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των Ηλροτί που υπήρξε ο κύριος εκπρόσωπος του φορμαλισμού και ΒτοννοΓ 
ιδρυτή και εκπροσώπου του ενορατισμού ή ιντουσιονισμού””. 

Ας δούμε όµως την ευφυή σύλληψη του (απίο: για την αμφιμονοσήμαντη 
αντιστοιχία ανάµεσα στα σηµεία ευθ. τμήματος και τετραγώνου. η οποία τον 
είχε απασχολήσει για τρία χρόνια και συγκεκριµένα ανάμεσα στο 1571 και 
1874 . Τα χρόνια περνούσαν και το ποθητό αποτέλεσµα δεν ερχόταν. Ξαφνικά 
όμως συνέβη το απροσδόκητο και κατορθώθηκε να ορισθεί µια συνάρτηση που 
ακόµα κι ο ίδιος θεωρούσε αδύνατη! Απευθυνόμενος στον ῬοάεΚιπά έγραψε: 
«Το βλέπω. αλλά δεν το πιστεύω!» 

Ας σκιαγραφήσουµε την απόδειξη: 

Αν ένα σηµείο Α ανήκει στο τετράγωνο [0,1]Χ[0.1] , τότε θα έχει 
συντεταγμένες της μορφής Α(χ,ν) με 
ΧΞ Θ,αια,αιαιᾶς.....α,..... και νΞ 0,0, Α.Α... ... όπου αι και βι τα 
ψηφία τῶν Χ. Υ στο δεκαδικό τους ανάπτυγμα. 

Έχομε ήδη αναφέρει, ότι το δεκαδικό ανάπτυγμα ενός αριθμού δεν είναι 
μοναδικό. Για να εξασφαλίσουμε την μοναδικότητα, απαιτούμε, οι 
συντεταγμένες όταν περιέχουν δεκαδικούς τερµατιζόµενους, να τίθενται µε την 
μορφή δεκαδικού περιοδικού µε περίοδο το 9. π.χ. ο 0.12340000000....... να 
τίθεται στην ισοδύναμη µορφή του 0,1233999999...... 

Στη συνέχεια χωρίζουμε το δεκαδικό ανάπτυγμα του χ σε οµάδες ψηφίων 
σύμφωνα µε τον εξής κανόνα: Αν το αι είναι διάφορο του μηδενός το 
θεωρούμε ὡς μονομελή ομάδα. Αν όμως είναι μηδέν συνεχίζουμε μέχρι να 
βρούμε το πρώτο µη μηδενικό στοιχείο και κάνουμε εκεί τον διαχωρισμό. Αυτή 
η διαδικασία συνεχίζεται επ΄ άπειρον όπως και για το γ. 

Στη συνέχεια, σχηματίζουμε µια νέα ακολουθία ψηφίων µε το να πάρουμε την 
πρώτη ομάδα του χ δίπλα την πρώτη ομάδα του Υ . την δεύτερη ομάδα του Χ 
δίπλα στην δεύτερη ομάδα του γ , την τρίτη ομάδα του χ , δίπλα στην τρίτη 
ομάδα του γ. κ.ο.κ. επ΄ άπειρον. Σχηματίζεται έτσι ένας νέος αριθµός Ζ που 
ανήκει στο [0,1]και έτσι ορίζουμε την απεικόνιση του τυχόντος 


(9) ε[θ,1μ40.1] στο ΖΕ [0,1]. 


” Για λεπτομέρειες στο ζήτημα αυτό βλέπε «Εισαγωγή στην Φιλοσοφία των Μαθηματικών» 
του Διονυσίου Α. Αναπολιτάνου- εκδόσεις ΝΕΦΕΛΗ Σελ.. 241-299 
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Για να γίνει πλήρως κατανοητό δίνουμε ένα παράδειγµα διαχωρισμού για το Χ 
και γ και σχηματισμού του Ζ: 

ΑνχΞΟ,]0024506000089501111...και γ-0,90000101200984031234...χωρίζω 
τα ψηφία του ως εξής: 

χΞ|0.1]]002]|4]|[5|]06]||00008][9][5]|01][1][11|1]...... 

Υ Ξ|0.9]|00001]|01][2]|009]|8]|4]|03][1][2]|3][4]-...... οπότε θα έχω το 
Ζ-|01]|09]|002]|00001]|4]|01][5][2]|06]|009]|00008][8]|9]|4]|5]|03]|01]Π1Π1] 
[2][1][3|[1][4]......... 

Είναι φανερό , ότι διαφορετικά σηµεία στο τετράγωνοι(χ,ν) και (χ᾽, γ΄) 
αντιστοιχούν σε συντεταγμένες όπου διαφέρουν σε τουλάχιστον ένα ψηφίο 
τουλάχιστον μιας. Αυτό οδηγεί σε διαφορετικές εικόνες για τις αντίστοιχες 
εικόνες Ζ και Ζ΄. Άρα η ορισθείσα σχέση, είναι όντως απεικόνιση. Αντιστρόφως, 
διαφορετικές εικόνες για τα Ζ και Ζ΄, συνεπάγονται διαφορά σε ένα τουλάχιστον 
ομαδοποιηµένο τµήµα , πράγμα που συνεπάγεται διαφορά σε µία τουλάχιστον 
συντεταγμένη, πράγμα που οδηγεί σε διαφορετικά σημεία. Έτσι η ορισθείσα 
απεικόνιση, είναι και «1-1» ενώ προφανώς είναι και επί του [0,1]. 

Από την παραπάνω απόδειξη, φαίνεται ότι πολύ εύκολα µπορεί να γίνει 
γενίκευση και για κύβο ή υπερκύβο . Γενικά αποδεικνύεται , ότι κάθε 
γεωμετρικό σχήμα οποιασδήποτε διάστασης, που περιέχει ένα τουλάχιστον ευθ. 


τμήμα, έχει τόσα σημεία, όσα και το ευθ. τμήμα. 


6.8. Υπάρχει σύνολο µε τον μέγιστο πληθικό αριθµό: 


Μέχρι στιγμής έχοµε αποδείξει ότι το (0,1) έχει μεγαλύτερο πληθικό αριθµό 
και απὀ το Ν και απὀ το ϱ, ενώ έχει ίσο πληθικό αριθµό µε τα σηµεία µιας 
ημιευθείας, µιας ευθείας, ενός τετραγώνου αλλά και οποιουδήποτε υπερκύβου 
µε οιαδήποτε διάσταση. 

Τον ΟαπΠίοί τον απασχόλησε κατά πόσον υπάρχει μέγιστος πληθικός αριθµός 
συνόλου. Ιδίως το τελευταίο αποτέλεσµα µε τον υπερκύβο, µας υποβάλλει την 
ιδέα ότι ο πληθάριθμος του συνεχούς είναι ο μέγιστος, πράγµα που όµως δεν 


συμβαίνει! 
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Το σηµαντικό αποτέλεσµα στο οποίο έφθασε ο (Οαπίοί λέει ότι κάθε σύνολο 
έχει μικρότερο πληθικό αριθµό από το δυναμοσύνολό”' του. Αυτό για τα 
πεπερασμένα σύνολα είναι προφανές και τετριμμένο , αλλά για τα 
απειροσύνολα χρειάζεται απόδειξη που την επινόησε ο (απίος: 


«Για κάθε σύνολο Α, ισχύει|Α|« ΑΔ)»; () 


Για να αποδειχθεί η (1) πρέπει και αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει 


αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση του Α µέσα στο ΠΑ) , αλλά δεν υπάρχει 
αμφιμονοσήμαντη απεικόνιση του ΠΑ) στο Α (ή --το αυτό- δεν υπάρχει 
απεικόνιση του Α στο ΠΑ) που να εἰναι επί) . Το πρώτο είναι απλό να 
αποδειχθεί , αρκεί να θεωρήσουμε την απεικόνιση φ:φ(χ) - {1} , η οποία 
απεικονίζει το στοιχείο χ του Α στο μονοσύνολο {Χ] του ΜΑ). 


Το δεύτερο θα αποδειχθεί µε την εἰς άτοπον απαγωγή. 


Έστω ότι υπάρχει [:4-»Ρ(4) που είναι επί . Θεωρούμε το σύνολο 
Χ-{χ:χεάλχε /(Χ}) επειδή η Γείναι επί, έπεται ότι υπάρχει αΕ 4 , ὥστε 
Χξία). Αναε χ, απότον ορισµότου Χ, έπεται ότι ας Γ(α)Ξξ Χ. 
Αναλόγως, αν ας Χ- Γία). από τον ορισµότου Χ, έχουμε ὁτιαεΧ. 

Έτσι έχουµε αΕεΧ«»αεΧ που είναι άτοπο. Επομένως δεν υπάρχει 


Τ 14 --»Ρ(4) που είναι επί. 


6.9. Το σύνολο Β - {συναρτηση ἕ μεξ (0, 1) -» {0, 1 ! έχει περισσότερα 


στοιχεία από το σύνολο ΑΞ (0.1) 


Σε κάθε αε(ο,), κατασκευάζουµε και αντιστοιχίζουμε την 


᾽ 1...7--ᾳ 
συνάρτηση /,(χ}Ξ ΕΒ, 
0, γ-κα 
Η αντιστοιχία αυτή είναι καλώς ορισμένη, αφού 


α-Ρ-»/(2)-/ρ(α) και επίσης είναι αµφιμονοσήμαντη του Α µέσα στο Β, 


30 { , ΄ , , Ἡ ’ , 
Ὑπενθυμίζουμε, ότι το δυναμοσύνολο ενός συνόλου Α είναι το σύνολο όλων τῶν 
υποσυνόλων του και συμβολίζεται µε ΠΑ) 
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διότι /{,(2)Ξ {5 αξΞξβ. Αυτό σημαίνει, ότι το Β δεν έχει λιγότερα 
στοιχεία από το Α. 

Για να δείξουμε ότι το Β έχει περισσότερα στοιχεία από το Α, πρέπει κι 
αρκεί να δείξουμε ότι δεν υπάρχει αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία του Β µέσα 
στο Α. Θα εργασθούµε µε την εις άτοπον απαγωγή: 

Έστω ότι υπάρχει αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία του Β µέσα στο Α. 


Τότε το στοιχείο -συνάρτηση που ανήκει στο Β και αντιστοιχίζεται στο ας 4, 
το συμβολίζουμε µε {,(χ). 
Θεωρούμετην συνάρτηση φίχ)-!- 14) (Ὁ 

Η τιµή της φ(χ) σε κάποιο σημείο αΕΑ ορίζεται ὡς εξής: Βρίσκουμε 
την συνάρτηση {,(2) που αντιστοιχίζεται στο α , βρίσκουμε το {,(α) που 
είναι µια τιμή ή 0 ή 1 και αφαιρούμε από το | . Προφανώς εκ κατασκευής 


Φ(4) ΞΒ. Επομένως υπάρχει κάποιο β ΕΑ και //(4)ΞΒ για την οποία 
ισχύει: 
(1) Ξ (2) (Ὁ 
Από (:)8 (Ὁ) έχω ότι 
ων ο το ας τος 
Η (333) για χΞ δίνει 
1- μ(β}-.͵(1}-» 


2/ρ(β}-]-» 


1 


ο ορ] 


που είναι άτοπο διότι το πεδίο τιμών όλων τῶν συναρτήσεων είναι το {0,1} 
Επομένως δεν υπάρχει τέτοια αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία , άρα το Β έχει 
μεγαλύτερο πληθικό αριθµό από το ΑΞ(Ο,1). 

Αν προσέξουμε την απόδειξη, βλέπουμε ότι στην κατασκευή της φίχ) 


εμφανίζεται η διαγώνια διαδικασία του (απίος. 


6.10. Το παράδοξο του (Οἁπίογ 


Η αποδειχθείσα πρόταση (1), µας εξασφαλίζει επαγωγικά µια ατελείωτη τάξη 


απείρων, αφού π.χ. το δυναμοσύνολο του (0,1) το «(0.1)) έχει μεγαλύτερο 
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πληθικό αριθµό από το (0,1) το δυναμοσύνολο του δυναμοσυνόλου του (0,1) 
ακόµα µεγαλύτερη τάξη απείρου κ.ο.κ. Έτσι όµως φθάνουμε και σε ένα 
διάσημο παράδοξο που συνετάραξε τον Μαθηματικό κόσµο: 

Έστω το Α το σύνολο όλων τῶν συνόλων . Προφανώς έχει τον μέγιστο πληθικό 
αριθµό. Όμως από την πρόταση του Οὐπίοτ , το δυναμοσύνολο του Α , έχει 
μεγαλύτερο πληθικό αριθµό. Έτσι το Α έχει και δεν έχει τον μέγιστο πληθικό 
αριθµό πράγµα αντιφατικό. Τι φταίει άραγε; 

Ο Ειςςε]] προέτεινε την απαγόρευση των αυτοαναφορών”᾽ του τύπου, 


χεχκαι -αεχ πράγμα που αν γινόταν αποδεκτό θα ἠρε τα διάφορα 


συνολοθεωρητικά παράδοξα , αλλά θα περιόριζε τα ίδια τα μαθηματικά. Τελικά 
η αξιωματική θεμελίωση των Συνόλων από τους Ζεππεῖο --ΕταεπΚκοι ήρε αφ΄ 


εαυτής τα παράδοξα µιας και πλέον δεν είχαν νόηµα στη νέα θεμελίωση. 


7. Οι «παθολογικές συναρτήσειο 


Ο ορισμός και η εξέλιξη της έννοιας της συνάρτησης , πέρασε από αρκετές 
φάσεις μέχρι να παγιωθεί στον σημερινό. 

Ο Ει]οτ πίστευε ότι η συνάρτηση εκφράζεται µε µια οποιαδήποτε καμπύλη που 
γράφεται µε ελεύθερο χέρι". Σήμερα γνωρίζουμε άπειρο αριθµό 
αντιπαραδειγµάτων συναρτήσεων στον ορισμό του Επ[οΓ που όχι μόνο δεν 
μπορούν να σχεδιασθούν µε ελεύθερο χέρι, αλλά αυτό δεν µπορεί να το κάνει 
ούτε ο τελειότερος υπολογιστής που διαθέτουµε ή και θα διαθέτουμε σε 
οποιοδήποτε απώτατο μέλλον. Πριν όµως φθάσουμε όµως στον σημερινό 
ορισμό της συνάρτησης, µια συνάρτηση µε κλάδους θεωρείτο ὡς δύο 
συναρτήσεις ξέχωρες ή έστω «συρραμμένες» . Ακόμα οι μαθηματικοί τον 185 
αιώνα πίστευαν ότι µια συνάρτηση πρέπει να έχει μοναδικῇ αναλυτική 
έκφραση. Αυτό εκ πρώτης όψεως ίσως δεν φαίνεται να δημιουργεί προβλήµατα, 
αλλά ουσιαστικά αυτή ήταν η αιτία της διαμάχης από την επίλυση του 


προβλήματος της παλλομένης χορδής από τον Ῥ. Βειποι]]1 και από τον ΟΡ 


ΤΙ Για λεπτομέρειες επί του θέματος βλέπε στην «Εισαγωγή στην Φιλοσοφία τῶν 
Μαθηματικών» του Διονυσίου Α. Αναπολιτάνου σελ. 211-215. 

Στα Λατινικά έγραφε: «Όωτνα αυαπουπαιο Π15οτο πιάπ15» όπως αναφέρει ο Ὠίτ 1. Φίτιίκ 
στην «Συνοπτική Ιστορία τῶν Μαθηματικών» 
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Αἱοπιροτί. Και οι δύο είχαν καταλήξει σε λύση, µόνο που οι λύσεις τους 
εδίδεντο από διαφορετικούς τύπους . Η οξύτατη διαμάχη η οποία άρχισε εξ 
αιτίας αυτού του γεγονότος και στην οποία ενεπλάκη ο Επιστ . δεν έδωσε 
καμία διευκρίνιση στο θέμα. Οριστική απάντηση έδωσε ο Εουτίετ τον επόμενο 
αιώνα , όταν έδειξε, ότι το άθροισμα µιας σειράς τριγωνομετρικών 
συναρτήσεων, μπορεί να εκφραστεί µε διαφορετικούς τύπους σε διαφορετικά 
διαστήματα. Τότε έδωσε και έναν ορισμό για την συνάρτηση που υπογράμμιζε 
ότι το ουσιαστικό ζήτημα ήταν ο καθορισμός τῶν τιμών της και όχι ο τύπος της. 
Το εμπόδιο όµως που είχε να ξεπεράσει η μαθηματική κοινότητα, ήταν ότι οι 
συναρτήσεις ήσαν μοντέλα που περιέγραφαν φυσικά φαινόμενα. Τέτοιες 


συναρτήσεις ήσαν οι συνεχείς ή οι κατά τμήματα συνεχείς. Η συνάρτηση του 


-ἰ,χ-«0 
Ε]τιοΠ]εί ή η συνάρτηση πρόσημο του χ 5ση(χ) -40 , χ-Ό}δεν θα 
1, κ«θ 


μπορούσαν να μελετηθούν από κανένα μαθηματικό του 15" αιώνα. Την 
συνάρτηση πρόσημο θα την ανεγνώριζαν ως ένα εξιδανικευµένο μοντέλο ενός 
φαινομένου που αυξάνει απότομα σε µια περιοχή του μηδενός , ενώ την 
συνάρτηση του ΠὨ]τιοΠ]εί ὡς εντελώς άχρηστο μοντέλο για να περιγράψει 
οποιοδήποτε φυσικό φαινόμενο, αφού τα λάθη τῶν μετρήσεων, οσοδήποτε 
μικρά και να είναι δεν μπορούν να εξασφαλίσουν το ρητόν ή άρρητον ενός 
μεγέθους. 

Ο ἨΗεπτγ Ροϊποατγὲ στο τέλος του 19” αιώνα απογοητευμένος έλεγε: «Υπήρξε 
εποχή που η έρευνα για νέες συναρτήσεις είχε ὡς κίνητρο κάποιον πρακτικό 
σκοπό. Σήμερα επινοούνται συναρτήσεις , μόνο και µόνο για να καταδειχθούν 
ψεγάδια στα επιχειρήματα τῶν προγενεστέρων µας .Πέραν τούτου, δεν εξάγεται 
κανένα άλλο συμπέρασμα από τις εν λόγω συναρτήσεις.» Βεβαίως ο Ροϊποατὸ 
δεν θα μπορούσε να φανταστεί ότι η σύγχρονη κβαντική φυσική ή θεωρία του 
χάους μελετά συναρτήσεις και καμπύλες µε πολύ παράξενες ιδιότητες. 
Μάλιστα σήμερα γνωρίζουμε συναρτήσεις και καμπύλες µε εξαιρετικά 
«παράξενες» ιδιότητες που εκφεύγουν από τα συνήθη Γεωμετρικά και 


διαισθητικά πρότυπα . Ας δούµε μερικά : 
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7 1.Συνάρτήηση που ορίζεται στο [0,1/ και έχει άπειρα ακρότατα , κοντά 
σε κάθε σημείο ενός υπεραριθµησίµου υποσυνόλου του [0,1] 
Η κατασκευή της συνάρτησης, έγκειται και στην ταυτόχρονη κατασκευή του 


συνόλου (ϱαπίοτ που είναι υπεραριθµήσιµο , ενώ θα γίνει µε έναν εποπτικό 


τρόπο: 


Φανταζόμαστε ότι πέφτει κατακόρυφα βροχή πάνω στο [0.1] . Το χωρίζουµε σε 
τρία ίσα κομμάτια και στο μεσαίο τμήμα στήνουμε µια σκηνή που σχηματίζει 
ισόπλευρο τρίγωνο. Έτσι «βρέχονταυ τα δύο άκρα τμήματα , εκτός από το 
μεσαίο . Τα σηµεία 1/3 και 2/3 θεωρούμε ότι «βρέχονται». Την ίδια διαδικασία 
επαναλαμβάνουµε και στα δύο άκρα τμήματα : Τα χωρίζουµε σε τρία ίσα 
κομμάτια και σκεπάζουµε το μεσαίο. Έτσι, στο δεύτερο βήμα έχω τέσσερα 
τμήματα και δύο νέες σκηνές , όπως φαίνεται στο ανωτέρω σχήμα. Στο τρίτο 
βήμα έχω οκτώ τμήματα και τέσσερις νέες σκηνές κ.ο.κ. Στο ν-οστό βήμα έχω 
2’ τμήματα και 2”. νέες σκηνές. Αυτή η διαδικασία θεωρούμε ότι συνεχίζεται 
επ΄ άπειρον και µας δίνει την ζητουμένη συνάρτηση. Ας δούμε ορισμένα λίαν 
ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά της: 


Το μήκος των «στεγνών» της σημείων, εκ κατασκευής είναι : 


ο μμ ου πο Μαν. 
ΣΞ -η2}|--|] 12 |-- | {2 --| 1-...1-27|-- -.... το οποίο είναι 
3 3 3 3 3 


1 
άθροισµα των απείρων όρων γεωμετρικής προόδου , µε πρώτο όρο το πρ και 


2 
λόγο ω--- 
ΚΙ 


1 


Άρα Σ---δσ-. Δηλαδή το μήκος τῶν «εστεγασμένων» σημείων είναι ίσο µε 


|--- 
3 


το μήκος του αρχικού διαστήματος [0,1] . Αυτό εποπτικά µας οδηγεί στο 
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συμπέρασμα ότι στεγάσαµε όλα τα σηµεία. Αλλά βεβαίως είπαμε ότι τα άκρα 


των τομών π 0 ᾿ ᾽ ο πές Ε δ 1 Ε τον τρόπο κατασκευή 
κκ ο ο ΤΝ Ρ αν 


» » » 


είναι άπειρα και αριθµήσιμα ὧς υποσύνολο του Ὁ. Εκτός από αυτά τα 
«βρεχόμενα» αριθμήσιμα σηµεία δεν φαίνονται να υπάρχουν άλλα. Η 
εποπτεία µας λέει ότι: 
ο το µήκοςτου πεδίου ορισμού [0,1] είναι 1. 
ο Ηδη στεγάσαµε σηµεία µε μήκος 1. 
ο Στα άκρα των διαστημάτων έχομε άπειρο αριθμήσιμο πλήθος 
«βρεχόμενων» ρητών που δεν έχουν μήκος . 
Άρα δεν πρέπει να υπάρχουν άλλα «βρεχόµενα» σηµεία 
Το εξαιρετικά περίεργο είναι ότι υπάρχουν κι άλλα «βρεχόμενανσημεία που 
είναι μάλιστα υπεραριθµήσιµα στο πλήθος. Επίσης, παρ΄ ότι μπορούν -ως 
υπεραριθμήσιμα- να τεθούν σε «Ι-[λκαι επί αντιστοιχία µε το (0,1) , εν 
τούτοις δεν έχουν μήκος! 
Υπάρχει µια ενδιαφέρουσα απόδειξη για το προηγούμενο, η οποία απλοποιεί 
αρκετά πράγματα, αρκεί να θεωρήσουμε τους αριθμούς του [0,1] γραμμένους 
στο τριαδικό σύστημα αριθµήσεως. Την παραθέτουμε, αφού υπενθυμίσουμε 
στον αναγνώστη ότι: 
ο Στοτριαδικό σύστημα αρίθµησης, χρησιμοποιούμε μόνο τα ψηφία 0,1 
και 2 για να γράψουμε όλους τους αριθμούς. 
ο Όταν τριχοτομούμε το [0,1] . στο πρώτο τρίτο οι αριθμοί έχουν την 
μορφή 0,0αιαραμαμας.....αι....... «όπου τα αι είναι ψηφία 0, 1, ή 2. 
ο Στο δεύτερο τρίτο, οι αριθμοί έχουν την µορφή 0,1αιαρασαμας.....αι... 
ο Στοτρίτο τρίτο, οι αριθμοί έχουν την µορφή 0,.2αιαραμαμα».....αι... 
Στο πρώτο βήμα , στεγάζουµε τους αριθμούς που αρχίζουν µε ϐ0.1...... και 
παραμένουν «βρεχόμενοι» οι αριθμοί 
6. 
0.2. 
Στο δεύτερο βήμα, στεγάζουµε κάποιους (δεν µας ενδιαφέρουν προς το παρόν) 
και παραμένουν βρεχόμενοι οι αριθμοί της μορφής: 
0,00... 
0,02... 
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0,20... 
ο 
Στο τρίτο βήμα, παραμένουν βρεχόµενοι οι αριθμοί της μορφής: 
0.000... 
0.002... 
0.020... 
0.022... 
0,200... 
0205. 
0,220... 
ο, 


Στο τέταρτο βήμα, παραμένουν βρεχόµενοι οι αριθμοί 
0.0000... 
0.0002... 
0.0020... 
0.0022... 
0.0200... 
0.0202... 
0.0220... 
0.0222... 
0.2000... 
0.2002... 
0.2020... 
02059... 
0.2200... 
0.2202... 
0.2220... 
2222... 
Στο ν-οστό βήμα, θα έχω 2’ αριθμούς και ισάριθµες ακολουθίες ψηφίων 
«Αν τις διατάξουµε όπως και προηγουμένως κατά σειρές και στήλες ιδίας τάξης 


ψηφίων, θα έχω: 
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Η πρώτη στήλη µετά την υποδιαστολή θα έχει 2”. μηδενικά και 2” 
διπλά κατά σειρά, εναλλασσόμενα 1 φορά. 

Η δεύτερη στήλη µετά την υποδιαστολή θα έχει θα έχει 2” μηδενικά 
και 2” διπλά, εναλλασσόμενα 2 φορές. 

Η τρίτη στήλη µετά την υποδιαστολή, θα έχει 2” μηδενικά και 2” 
διπλά, εναλλασσόμενα 3 φορές 

Η ν-οστή στήλη θα έχει 2 ΞΙ μηδενικό και 2” ΞΙ διπλό που θα 
εναλλάσσεται 
ν- φορές. 

Η διαδικασία αυτή δεν σταματά εδώ, αλλά συνεχίζεται επ΄ άπειρον.... 
Επ ᾿άπειρον λοιπόν, παραμένουν “ βρεχόµενοι᾽ οι αριθμοί που το τριαδικό 
τοὺς µέρος αποτελείται από τα ψηφία 0 και 2. 
Θα δείξουμε ότι το πλήθος αυτών τῶν αριθμών έχει τον πληθάριθμο του 
συνεχούς! 
Έστω ότι όλοι οι αριθμοί που έχουν τριαδικό ανάπτυγμα µε ψηφία 0 ή 2 είναι 


αριθµήσιµοι. Τότε θα γράφονται σε µια σειρά όπως παρακάτω: 


αι- 0, ας, ο. ἃ; ᾱ- -ᾱ- 
ΞΟ, χ Ἂς, αὐ .-1- 

ας Ὁ. α Αα, αι αλ Ἂς αἱ 

κ ο ἃ, ᾱ α χά, α. α 

ᾱ--- ο, α αἳ αἱ αἱ α .. χο: 

α-Ξ 0, αἲ αἱ αἱ αχ αχ δι 

ἃ. Ὁ Ἡ ἃ ἃ, ᾱ. ᾱ. -ᾱ ν 
ας Ξ 0 8 8 8 8 8 8 “. 


5 
κ. 
οδ΄ 

5 

- 
εδ’ 
κ. 

9 
ἃ 


Σχηµατίζουµε τον αριθµό β-βιβ;βα.βἁβ«-βεβ-βα....βι........ 


Με τον εξής κανόνα δημιουργίας: 
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2,αν χι-θι ... ; | 
β, - Τότε ο αριθµός β δεν ανήκει σε αυτή την σειρά 
0,ανχ;-32 
απαρίθµησης, πράγμα άτοπο . Επομένως δεν είναι αριθµήσιµμοι οι τριαδικοί του 
[0.1] µε ψηφία το 0 και το 2, σύμφωνα µε το παραπάνω διαγώνιο επιχείρημα. 
Το «βρεχόμενο» τµήµα του [0,1] λέγεται Σύνολο του Οαπίοτ και έχει 


Η Ζ Ἡ κ 33 κ 
εξαιρετικά ενδιαφέρουσες αναλυτικές και τοπολογικές”' ιδιότητες . 


μα. μι -ω. - -μ. μα μα. -μΑ 


Η κατασκευή του συνόλου του (ἀπίοτ, μέχρι το τέταρτο βήμα. 


Έτσι όπως το έχουμε κατασκευάσει, προκύπτει, ότι οσοδήποτε κοντά σε 
κάθε σημείο του συνόλου Οαπίο;τ υπάρχουν άπειρα τοπικά μέγιστα . Αυτό 
καθίσταται φανερό, αν αναλογισθούµε την τριαδική µορφή που έχουν οι θέσεις 
τῶν τοπικών μεγίστων της συνάρτησης. 

Εκ κατασκευής οι θέσεις αὐτές είναι της μορφής: 

ΥΞΥΙΥΣ2Υ2Ύ4Υ5ΥΕΥ7.. Ὑνὶ . όπου ν οσοδήποτε μεγάλος φυσικός και τα γι είναι 
ψηφία 0 ή 2 σετριαδικό σύστηµα αρίθµησης. 

Έτσι, αν έχουµε ένα στοιχείο ο του Συνόλου (απίο: ,αυτό θα 
αποτελείται από ψηφία 0 ή 2. Αν κατασκευάσουµε µια σφαιρική περιοχή µε 
κέντρο το ς και οσοδήποτε µικρή ακτίνα ρ, τότε υπάρχει μέγιστος ν φυσικός µε 
ϱ33 (με βάση το δέκα ή 10””µμε βάση το τρία) 

Κατασκευάζω έναν νέο αριθµό κι ως εξής: Διατηρώ το τριαδικό 
ανάπτυγμα της ακολουθίας των ψηφίων του ο μέχρι το (ν:1)-οστό ψηφίο και 
στην συνέχεια το επόµενο ψηφίο αν είναι 0 το κάνω ] ή αν είναι 2 το κάνω 1. 
Έτσι παίρνω έναν αριθµό δεξιότερα ή αριστερότερα αντιστοίχως του ο , που 
ανήκει στην 5(ς, ϱ) . 

Έπειτα λαμβάνουμε την ακολουθία των ψηφίων του ο µέχρι και το 
(ν{2)-οστό και στην συνέχεια θέτουµε 1 . παίρνοντας έναν νέο αριθµό κ; που 


ανήκει στην 5(ς, ϱ). Ορίζεται µε αυτό τον τρόπο µια άπειρη ακολουθία θέσεων 


Ὃ Για παράδειγμα, το σύνολο του Οαπίο: είναι κλασμοειδές (ή μορφοκλασματικό αντικείµενο 
ή φράκταλ ή θρύμμα) έχει δηλαδή την ιδιότητα της αυτοομοιότητας έχει διάσταση- κατά 
Ηδουκάοτίί- Ιοσ2/1ο52-0.63002 «1 κ.ά. 
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τοπικών μεγίστων που ανήκουν σε οσοδήποτε µικρή περιοχή του ς δηλ. σε 
διάστηµα της μορφής (ο-ρ. ορ). 

Από την κατασκευή της ακολουθίας γίνεται φανερό, ότι υπάρχουν δύο 
υπακολουθίες θέσεων μεγίστων, η µία δεξιά του ο καιη άλλη αριστεράτους, 


άρα έχω άπειρα ακρότατα και σε διαστήματα της µορφής (ο, σερ) και (ο-ρ, ϱ) 


γιακάθερ εξ. 


7.2 Η συνάρτηση του (Οἠπίογ («η κλίμαξ του διαβόλου») είναι µια 
συνάρτηση που είναι: 
ο Συνεχής στο [0,1] 
ο Αύξουσα 
ο Μη σταθερά 
ο Παραγωγίσιµη παντού µε παράγωγο ίση µε 0, εκτός από ένα 


υποσύνολο του [0,1] µε μήκος 0. 


Ορίζεται µια κλιµακωτή συνάρτηση {:[0,1]-» [0,1] ὡς εξής: 
Διαιρούμε το [0,1] σε τρία ίσα τμήματα και ορίζουμε την συνάρτηση να 
παίρνει την τιµή '2 σε κάθε σημείο του μεσαίου τμήματος. Κατόπιν, διαιρούμε 


το αριστερό και το δεξιό τμήμα πάλι σε τρία κομμάτια έκαστο και ορίζουμε την 
: ; | Ε 1 2 ση 
συνάρτηση να παίρνει την τιμή 4 στο διάστηµα ΓΗ και 4 στο ο 


Έχουν απομείνει τέσσερα τμήματα στα οποία η συνάρτηση δεν έχει 
ακόµα ορισθεί: 


ο. "τ ]--΄ μη Κάθε ένα από αυτά τα διαιρούμε σε τρία 
ϱ| 19.3 39] 19 


ίσα τμήματα και στα μεσαία τμήματα ορίζουμε την τιµή της συνάρτησης 


; ο 9 ος αντιστοίχως. 
88 δ 8 

Αν συνεχίσουμε επ΄άπειρον αυτή την διαδικασία, προκύπτει µια 
συνάρτηση ορισμένη σε όλα τα «στεγνά» σηµεία του [0,1] δηλ στο [0,1], 


όπου ς το σύνολο του Οαπίος. 
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Αν Γ(χ)Ξ επι Ε(χ/)Ξ Επι Ε(χ.) χες, τότε όπως έχουμε δείξει, το χ έχει μια 
απειροψήφια τριαδική ανάπτυξη της µορφής 0,αιαρα.αμαςᾶς.....ἄν...... όπου 
αιείθ,2) νΙΕΝ. 

Μπορούμε να ορίσουμε δύο ακολουθίες µε στοιχεία του [0.116 . 
γνησίως µονότονες , µία {Χ,} γνησίως αύξουσα και µία {Χ;} γνησίως 
φθίνουσα που να συγκλίνουν στο Χ. Ο τρόπος ορισμού π.χ για την {χι}. 
µπορεί να γίνει ὡς εξής: 

Αριθµώ το τριαδικό ανάπτυγμα του χ και το πρώτο 2 που θα συναντήσω 
το κάνω 1 . Σταματώ την αρίθµηση και τον αριθµό που έχει προκύψει τον ορίζω 
ως χι . Αριθµώ τα ψηφία του χ και στο δεύτερο 2 που θα συναντήσω το κάνω | 
, σταµατώ και ορίζω το χο μέχρι εκεί. Συνεχίζω έτσι, αριθµώ πάλι και στο ν- 
οστό 2 που θα συναντήσω, θα το κάνω 1] και θα ορίσω τον χι . Έτσι 
δημιουργείται µια ακολουθία στο [0.106 που εκ κατασκευής είναι γνησίως 


αύξουσα και συγκλίνει στο χ. 

Ο τρόπος ορισμού για την {χ., Ἰ, µπορεί να γίνει ως εξής: 

Αριθµώ το τριαδικό ανάπτυγμα του χ . και το πρώτο 0 που θα 
συναντήσω το κάνω | και ορίζω τον χ,. Αριθµώ και πάλι και το δεύτερο 0 που 
θα συναντήσω το κάνω 1 και ορίζω έτσι τον χ,. Συνεχίζω και αριθµώ και το ν- 
οστό 0 που θα συναντήσω το κάνω 1 και ορίζω έτσι τον χ,. Εκ κατασκευής η 
{χ,} είναι γνησίως φθίνουσα συγκλίνει στον χ και όλοι οι όροι της ανήκουν 
στο [0.1Ά0. 

Η τιµή της συνάρτησης του Ο8πίοτ στο σηµείο χ ε[θ.1]Ο ορίζεται ὡς: 
Γ(χ) - μπι {(χ.}- ἴπ| Ε(χ.). Το ότι υπάρχουν αυτά τα όρια και είναι κοινά . 
μπορεί να αποδειχθεί, οπότε µετά η συνέχεια της Γ σε όλο το διάστηµα [0,1] 
έπεται φυσιολογικά. 


Εναλλακτικά μπορεί να ορισθεί 


ἽΑνχεςο, Ε() Ξσιρ (4) τα ε[θ,ηλΟοµεις«χ} 
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Η "σκάλα του διαβόλου" στο τρίτο βήμα -από τα άπειρα- της κατασκευής της. 


Ένας άλλος έξυπνος αλγοριθµικός τρόπος ορισμού της τιμής Πχ) στην θέση χ, 


είναι ο εξής: 


1. 
2. 


Γράψε το χ µε την τριαδική του ανάπτυξη. 

Αν το χ περιέχει το ψηφίο 1, άλλαξε το πρώτο 1 που θα συναντήσεις µε 
2, και όλα τα ακόλουθα ψηφία µε 0. 

άλλαξε όλα τα ψηφία 2, µε] 

Την νέα γραφή του αριθμού , θεώρησέ την στο δυαδικό σύστημα 


αρίθµησης και αυτή είναι η τιμή {Χ). 


Δηλαδή: Αν χ- 0,75217192501143118427069044352905φἁση το) τότε με τον 


γνωστό αλγόριθμο τῶν συνεχών διαιρέσεων µε το 3 απ’ όπου παίρνοµε τα 


διαδοχικά υπόλοιπα κατ΄ αντίστροφη φορά, , έχω ότι χΞ0, 202022]βάση 3γ ή 


Σο ᾱ.. 1 


Ἑ-ε-ε--}-- 
. 15 3 3 
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Αριστερά η συνάρτηση του ΟΑΠίΟΥ μέχρι το 4" βήμα και δεξιά µετά από κάποια λίγα 


βήματα παραπάνω, όπου δεν φαίνεται η διακριτή κλιμάκωση λόγω πάχους της γραμμής 
σχεδίασης, αλλά όμως κάπως έτσι θα πρέπει να την φανταστούμε μετά από τα άπειρα 


βήματα ορισμού της, αφού είναι συνεχής! 


κ πμ. 1... Ἡ 
Τότε έχω ΝΧ) -0,101011](βάση 2) δηλ. [(Χ) ----ἠ-----ἠ-----}--------- 
χω Πχ) Φάση 2) δηλ. Εκ) Τη 2536 2 
Ο παραπάνω αλγόριθμος ουσιαστικά προέρχεται από τον εξής ορισμό: 
Ομ 2 


ΕΗ; 


ς 1 ς 
ο και ο... 


η ΕἸ » και 


Αν χεία,β) µε απ ν..α 


ς ς 
Ξ τος η « σα 


1 
ο, Ε{0,1,2}, τότε Γ(χ)Ξ ] | µε την προέκταση του 


ορισμού και όταν ΠΠ -» {ο0 που οι ορισθείσες σειρές συγκλίνουν. 

Να επισημανθεί ,ότι όπως ήδη έχουµε αποδείξει στην προηγούμενη 
εφαρμογή, το μήκος τῶν σκαλοπατιών έχει μήκος 1, ακριβώς όσο και το μήκος 
του πεδίου ορισμού [0,1] . Στα σηµεία του συνόλου Οαπίο: . η οριζόµενη 
συνάρτηση κατορθώνει να γίνεται αύξουσα διατηρώντας την συνέχειά της, 
πράγμα που είναι καταπληκτικό αφού εκφεύγει σαφώς της συνήθους εποπτείας 


και διαίσθησης. 
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7.3. Μια κλειστή επίπεδη καμπύλη που περικλείει πεπερασμένο 
εμβαδόν και έχει άπειρη περίμετρο! 

Πρόκειται για την γνωστή καμπύλη ή «Νιφάδα» του ΚοοΠ,, η οποία εκτός από 
τις ανωτέρω ιδιότητες , δεν επιδέχεται εφαπτομένη σε κανένα σηµείο της, κάτι 
που δεν θα αποδείξουμε , αλλά το δείξουμε για µια συνάρτηση που έχει αυτή 
την ιδιότητα παρακάτω: 
Η κατασκευή της γίνεται βήμα προς βήμα µε τον εξής τρόπο: 
Θεωρούμε ένα ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς μήκους π.χ. 1. («μηδενικό» βήμα 
για την περίμετρο Π0) Διαιρούμε κάθε πλευρά του τριγώνου σε τρία ίσα μέρη, 
αφαιρούμε τα τρία μεσαία µέρη και σε κάθε θέση τους προσθέτουμε ένα 
ισοσκελές «λάμδα» που µε την αφαιρούμενη πλευρά σχηματίζει ισόπλευρο 
τρίγωνο. Έτσι, έχω το πρώτο βήμα που αντιστοιχεί σε περίμετρο ΤΠι. Αυτό 
συνεχίζεται επ΄ άπειρον και σχηματίζεται η καμπύλη. Στο παρακάτω σχήμα 


βλέπουμε το πρώτο δεύτερο τρίτο και τέταρτο βήμα 


«Μηδενικό», πρώτο, δεύτερο . και τρίτο, βήμα από τα άπειρα της κατασκευής 


Στο «μηδενικό» βήμα έναρξης έχει περίμετρο 
Πο (3):44) 


Στο πρώτο βήμα κατασκευής έχω στην κάθε πλευρά να δημιουργούνται 4 νέες 


πλευρές µε μήκος το 5 του προηγούμενου μήκους, δηλ. 


1 4} 
ΠιΞ(4-3).(1:--)Ξ23ἱ -- 
πε ο 1) ο 
Στο δεύτερο βήμα, ομοίως σε κάθε πλευρά δημιουργούνται 4 νέες πλευρές µε 


μήκος το στου προηγούμενου μήκους, δηλ. 
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2 

ΙΓ. 4 

Π»-4{4.3). -(1--) --3| - 

2-4{4-3) ας 1) 5 
πλευρες ---------- 
µηκοςπλευρας 


Στο τρίο βήμα , ομοίως έχω τετραπλασιασμό των πλευρών µε 


: : :. ἃ 
Ὀποτριπλασιασμό του μήκους δηλ. τον συντελεστή ο και 


3 Ώ 
π-[3) Τελικά επαγωγικά έχω -» 1Π.- {5 -σο. αφού 5» Ι. 
Επομένως έχω άπειρη περίμετρο. 
Για το εμβαδόν Ε, έχω τα εξής: 
Το αρχικό τρίγωνο έχει εμβαδόν Εο. 
Στο πρώτο βήμα έχω εμβαδόν ΕΙ το οποίο προκύπτει από το Εϱ αν το 
αυξήσουµε κατά 3 επί πλέον όμοια τρίγωνα που έκαστο έχει λόγο οµοιότητος 


1 ην 
µε το ΕΕ τ και άρα λόγο εμβαδών 5 Άρα 


Στο δεύτερο βήμα , έχω εμβαδόν Ε;. Αυτό προκύπτει, από το Ει , όταν σε 


κάθε πλευρά του προστεθούν τετραπλάσια ισόπλευρα τριγωνάκια τα οποία 


έχουν λόγο ομοιότητας το σχέση το αρχικό Εο και λόγο εμβαδών 
[1-1] 
ους 
πο, η {4} 
Άρα ΕΞ Ει -4.3.|---|] ΕρΞΕ|!3:4| --| ΕΞΕ ΕΙ -- 2 
ρα Ε) 1 55) 0 1 » 0 1 τσ) (2) 


Επαγωγικά , µε την ίδια κατασκευαστική λογική , έχω στο πε] βήμα: 


7 


6οα]ε ὃν 1! 9 


ω,,. ΔΑ - 
ΕΒΕ. ΞξΕ “.«|[1] | ΕΞ Δ. 
(3) ΓΗ 
Ε "5 Ε) 
"9 : 
Η σχέση (3) , μας δίνει το εμβαδόν ᾽ 
στο Πτι βήμα συναρτήσει του δα» ᾽ 
εμβαδού στο προηγούμενο βήμα η τ 
ο ι 4 
και του αρχικού εμβαδού Ερ. 7 
Δ. 
Ἐν ας Ει Δ. 
{4} 
ΕΞ] | Ει 5οα]6 Ἐν 1} 3 
3.9 
{4} 
}24 ΞΕ Έτ] | ἕο 
319 5(2}) --ώως ως 
1(4Υ 
Εν - ΣΙ 9 Ει 
πο, 
Ε, - κ 9 Εν 
ο ο 11 
... ο 1) 
Ε 


Δηλ. Το επ΄ άπειρον σχήμα της νιφάδας του Κος] έχει 6006 παραπάνω εμβαδόν 


από το αρχικό τρίγωνο. 


7.4.Αν φ(χ) είναι η συνάρτηση «απόσταση του χ από τον πλησιέστερο 


- 1 
ακέραιο», Τότε η συνάρτηση {Γ:Ε -»Ε µε /(α)- Σταν, χ) 
ηΞΙ 


είναι παντού συνεχής και πουθενά παραγωγίσιμη! 


Προκαταρτικά-σκιαγράφηση τής απὀδειζης: Ἡ συνάρτηση Φφ(χ) ορίζεται μέσω 
της συνάρτησης «απόλυτη τιμή» «δεκαδικό μέρος αριθμού» δηλ. {χ} η οποία 
µε την σειρά της ορίζεται μέσω της συνάρτησης «ακέραιο μέρος αριθμού» από 


την ισότητα {χ}-χ-[χ]» (βλ. Β3.6.Β.α). Έτσι έχω: 


φ(γ)Ξ . . ; - 7 για την οποία προφανώς ισχύει Ος φ(χ)ς . (1) και η 


οποία έχει την παρακάτω γραφική παράσταση : 


1 
Σχεδιασμένες όλες σε ένα σύστημα αξόνων μαζί µε την τ νΕ χ) έχουν την 


παρακάτω εικόνα: 


Με τον τρόπο αυτό δημιουργείται µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων οι 
οποίες έχουν και µια αξιόλογη ιδιότητα που δεν χρειάζεται στην απόδειξη , 
αλλά την αναφέρουμε: Σε κάθε υποδιάστηµα [α.β] του Κ., όλες έχουν το ίδιο 
μήκος , κάτι που μπορεί να αποδειχθεί εύκολα γεωμετρικά , μέσω τῶν 
παραλληλογράμμων που δημιουργούνται. 


Αν προσθέσω τήν πρώτη και τήν δεύτερη, παίρνω μια συνάρτηση που έχει την 


παρακάτω µορφή: 


Αν προσθέσω τις τρεις πρώτες έχω: 


υ.εῃ 
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Με πρόσθεση των πέντε πρώτων 


ἢ 012 [24 [36 0.48 ϱ6 ϱ72 στ πε 1.18 1.2 1.32 1.44 156 1.68 ΤΕ 1 52 204 218 228 24 
Με πρόσθεση των επτά πρώτων έχω: 


Αν προσέξουμε καλύτερα βλέπουμε ότι παράγεται ένα σχήμα µε την ιδιότητα 
της αυτό-ομοιότητας (το μέρος όμοιο µε το όλον) είναι δηλαδή ένα 
μορφοκλασματικό αντικείµενο, ή κλασμοειδές . Επίσης πρέπει να προσέξουμε 
ότι στην πρώτη συνάρτηση έχω γωνιώδες σημείο στις θέσεις 2 “κ, κεζΖ 
όπου δεν υπάρχει εφαπτομένη στο διάγραμμα της συνάρτησης. Όταν 
προστεθούν και οἱ άλλες συναρτήσεις έχω πρόσθεση επί πλέον κλάσεων 
γωνιωδών σημείων , τα οποία µε τον τρόπο που έχω ορίσει την φίχ) 
ισοκατανέµονται στο ΕΚ κάτι που είναι απαραίτητο για να γίνουν τόσο πολύ 
πυκνά µετά από άπειρα βήματα, έτσι ώστε σε κάθε σηµείο χο του Ε., να µην 
υπάρχει τελικά εφαπτόµενη στο διάγραμμα της {. 


Στα προηγούμενα σχήματα επιλέξαμε την ακολουθία των συναρτήσεων 


1 1 
να. -γ}και όχι την τρ «Φ(10” «) για λόγους καθαρά σχεδιαστικούς µιας 


και για ν-2 και µόνο για την πρώτη βασική περίοδο της αρχικής, έχω: 
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0.512 


0.481 


54481 


1.416 


1.384 


13521 


0.321 


12881 


12551 


12241 


0.132 


018 


0.128 


0.038 


πΠ64 


0.032 


ἢ ΠΠ πόϑε Π144 0182 π24 0.298. Π336 ΓΕΓΊ Π432 [48 τ 526 0.578 1624 πετ2 ΠΣ [768 τότε ΠΤΙ 1912 ΠΤ 
Για ν-3, 4, 5, .... Προστίθενται διαρκώς πολλαπλάσια δοντάκια από το 
προηγούμενο βήμα, τα οποία όµως δεν διαφοροποιούν το σχήμα που µου δίνει 
ο υπολογιστής, αφού έχω υπέρβαση της διακριτικής ικανότητας που 
καθορίζεται από το πλάτος της γραμμής σχεδίασης. 

Λιαισθητικά όµως καταλαβαίνουμε, ότι αν αυτό συνεχισθεί σε άπειρα βήματα η 
καμπύλη µου θα έχει άπειρα δοντάκια ισοκατανεμηµμένα ὡς άπειρα σε κάθε 
υποδιάστηµα του Ν., οσοδήποτε μικρό , άρα το γράφηµά της δεν θα επιδέχεται 
πουθενά εφαπτομένη. 


΄ 


Ορισμένα για τήν τεχνική τής απὀδειζης: 


ο 1 
ο Πρώτα θα δείξουμε ότι η συνάρτηση { ϱ)- Στρθ0'α) είναι 
ηΞΙ 


συνεχής , µε την βοήθεια του κριτηρίου του ἸΜεἰετείταςς . Την έχουµε 
κατασκευάσει, ώστε να εφαρµόζεται το κριτήριο αµέσως. 
ο Θα επιλέξουμε ένα σηµείο α στο Ε και θα δείξουμε ότι σε αυτό δεν 


υπάρχει παράγωγος. 
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1.908 


Παρατηρούμε, ότι η ΕΓ, παρουσιάζει περιοδικότητα µε πρωτεύουσα 
περίοδο ΤΙ, συνεπώς θα εξετάσουμε την ξ μόνο στο (0,1] . Άρα θα 


επιλέξουνε α ε (0,1] 


Για να δείξουμε ότι δεν υπάρχει η παράγωγος της 1π1 


0ο 


(αγ) /(α) 
η 

στο α. . θα χρησιμοποιήσουμε όχι τον συνήθη ορισμό της παραγώγου 

αλλά τον ακολουθιακό που λέει ότι για κάθε μηδενική ακολουθία Ππι 

ία.) -- Γ(α) 
η 


ΤΊ 


θα πρέπει να υπάρχουν τα όρια [1π1 και να είναι όλα 


Π1--»οο 


ίσα.. (2) 

Θα κατασκευάσουµε µια μηδενική ακολουθία Ἡμι για την οποία το 
όριο της (1) δεν υπάρχει. Επιλέξαμε μάλιστα την παράσταση τῶν {ι 
µε την παράσταση της δύναμης του 10 ώστε η ακολουθία που θα 
κατασκευαστεί να εκμεταλλευθεί την δεκαδική παράσταση του α και να 
καταλήξουμε στο αποτέλεσµα που θέλουμε, δηλ. της µη ύπαρξης του 
ορίου της (2). Με αυτό τον τρόπο αντιμετωπίζεται το θέµα µε 
στοιχειώδη (κατά το δυνατόν ) τρόπο µε χρήση µόνο του κριτηρίου του 
ἸΜεϊοτςίγαςς και μάλιστα για την απόδειξη της συνέχειας της {. 

Το Μ-κριτήριο του Υνεϊεγοίγα55βα: έστω {Π} µια ακολουθία 
συναρτήσεων ορισμένων στο Α. Έστω επίσης µια ακολουθία αριθμών 


{Μπ} τέτοια ώστε να ισχύει: 


| 7ο}: Μ, ,ΥχΕΑ.,, και ακόµα η σειρά ΟΜ, συγκλίνει, τότε και η 


ηΞΙ 


0ο 
σειρά . Το) συγκλίνει, και μάλιστα απολύτως και επίσης συγκλίνει 


π-] 


ομοιόμορφα στο Α., στην συνάρτηση /(χ) Ξ » λα), 


η-] 


4επτομερώς ή απὀδειζη έχει ως εξής: 


| 


Η συνέχεια τ χ 
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Ορίζουµε ότι ᾖ{(8)Ξ χ), η οποία είναι ακολουθία συνεχών 


1 
συναρτήσεων. Τότε από (5) έχω προφανώς ότι | {| « ΠΤΙ για κάθε χ στο Α. 


Επίσης η σειρά συγκλίνει ὡς άθροισμα τῶν απείρων όρων φθίνουσας 


1 


1 0ο 
γεωμετρικής προόδου µε λόγο ῃ και μάλιστα ης ές. ως ᾽ Άρα µε 
ηΞΙ 


βάση το κριτήριο του ἸΜεἰετείταςς και η Στό 0” κ) συγκλίνει ομοιόμορφα 
ηΞΙ 


και άρα, λόγω της οµοιόµορφης σύγκλισης, η προκύπτουσα συνάρτηση 


[ές Στρ 0’ χ) είναι συνεχής. 


2) Το µη παραγωγίσιμον τ σε κάθε χ στο 4 


Έστω αε(θ,]]. Τότε το α έχει µια δεκαδική παράσταση ψηφίων (δηλ. 


ακολουθία) της μορφής: 


1 
τ» ανα, 4 9 
αΞξθ,αιαιαιαιαςᾶς.... Ορίζω την ακολουθία :Π, - (Το 
---- «ἂν αι -4Ἡ9 
10” 71 {, 
γιατί ορίζουµε έτσι την ακολουθία θα φανεί παρακάτω) 


7 Τ(α) -Σ ΙΓ φ(θ"(α -ἀι)) - Φί10“α) 
σα 10” ἘΠΕ 


Έχω 


΄ι, 


Υε10”'" Τφ(10”(α κι) --ϕ(10”α)| (3) 


Θα δείξουμε, ότι στην πραγματικότητα η (3) δεν είναι ένα άπειρο άθροισμα, 


αλλά ένα πεπερασμένο. 


Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις για την σειρά (3) : 


δ4 


ο Αν ΠΙΣΗ, Τότε ο αριθµός 10” -ᾖ,, είναι ακέραιος και αφού η φ είναι 
περιοδική συνάρτηση με περίοδο κάθε ακέραιο, θα έχω: 


ό(10’(α-κ/ι)))--ϕ(10”α) -- 
Φ(10”α-.10”4,)--ϕ(10”α) -- 
ό(10”α)- Φ(10’α) --0 


ο Αν «πι, μπορούμε να γράψουμε : 


107α- ακε΄ραιος 1-0,α,,τα,.»α,.«α,,,.......... 

10” (α Ἔ ’ιν) - ακε΄ραιος Ἔ 0, ιά ρα ανα π «(αι Ἔ 1). ος 
1 

«-- 
2 


10773 {410 (4-1) --ϕ(10” α)] -- ΕΙ 


να 


0,α μονο 


να 


ΠΕ] 


Για να ισχύει η δεύτερη ισότητα είναι αναγκαίο να έχει οριστεί Πι--- 


10”, όταν αμςὈ. 


Αν υποθέσουμε ότι 0,α,,ια,,»α,,.α 


πἠ45'''σηι 


ΠΝ ας. 
α ρον ο. τότε θα ισχύει σίγουρα και 


ότι 


1 


θα μά ρα μα μα Ἕλλως πῶ διότι στην ειδική περίπτωση όπου ΠΙΞηΓ], 


Π4 33 


έχουµε φροντίσει να ορίσουμε Πν-- 10”. αν αι. 


Έτσι όµως θα ισχύει και ότι φ(10”(α-- μι))) --ϕ(10”α) - ΈΙ0”” 


Η ίδια ισότητα ισχύει και όταν θ,α,ια,α,ια 


Π11 π{4""" 


1 
-. Άρα .σε κάθε 


περίπτωση, για η-πι θα έχουµε : 


Λία Ημ) Λία) 
/ 


ΤΊ 


10””"{Φ10(α1-}η,)) --ϕ(10”α)}- ΕΙ Έτσι η παράσταση 


είναι στην πραγματικότητα άθροισµα π1-] στο πλήθος αριθμών , κάθε ένας από 
τους οποίους είναι ή 1 ή -1] . Αλλά όταν προσθέτουμε έναν αριθµό το | 
μεταβάλλεται από άρτιο σε περιττό (και αντίστροφα) και όταν προσθέτουμε το 
-] μεταβάλλεται ομοίως από άρτιο σε περιττό ( και αντίστροφα) 

Άρα το άθροισµα πι-ἰ στο πλήθος αριθμών που καθένας τους είναι 1 ή -1., 
είναι άρτιος αν πι περιττός ή περιττός αν πι εἶναι άρτιος. Έτσι έχω, ότι η 


ακολουθία 
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Λία ἘΠ) - Λία) 
[η 


ΤΊ 


είναι µια ακολουθία ακεραίων (µη τελικά σταθερή) της 


οποίας οι όροι είναι ακέραιοι διαδοχικά άρτιων και περιττών. Επομένως δεν 


µπορεί να συγκλίνει και άρα η Γδεν είναι παραγωγίσιµη στοα. , ὀ.έ.δ. 


δ6 


0. ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 
0.1.ΙΛΙΟΤΗΤΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 


τ 
κ 


1. Να εξηγηθεί, γιατί δεν έχει ορισθεί η περιττής τάξεως ρίζα αρνητικού 


Ἡ/--[----Ι, τότε δεν φαίνεται να 


αριθμού, παρ᾽ ότι π.χ. αν ορίσουμε 
υπάρχει πρόβλημα μονοσήμαντου, αφού η εξίσωση χ᾽ ----] έχει ως 


μοναδική πραγματική ρίζα το -1. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Παρατηρούμε τις παρακάτω ισότητες: 


1 2 
ι-{1-(-η)-(ης-{(07 -91-1, άτοπο. 


1 


4/-Γ----Ι, οδηγεί στο ότι (-1} ----ἶ 


Δηλαδή η παραδοχή του συμβολισμού 
τρίτο ο : : : 
και επειδή 5 Ξ Ξ (καθ᾽ όλα επιτρεπτό) οδηγούμαστε στο άτοπο. 


Ακριβώς γι᾿ αυτόν τον λόγο, οι µη ακέραιες δυνάμεις, ορίζονται γενικά, µόνο για 


θετικούς πραγματικούς αριθμούς. 


2. Να εξετασθεί η αλήθεια ή το ψεύδοςτου παρακάτω ισχυρισμού: 
«Κάθε πραγματικός αριθµός, έχει μονοσήμαντη δεκαδική 


αναπαράσταση». 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής, όπως φαίνεται από το ακόλουθο αντιπαράδειγµα: 
Αν πα ρρος ες, τότε 

10α Ξ 19.99999 

θα Ξ 15.00000... 

ας 2 

Δηλ. 2.00000....Ξ 19999... 
Να σημειωθεί, ότι γενικώς, αν απαιτηθεί κάθε αριθµός ρητός να γράφεται µε 
την πρώτη γραφή (και όχι µε περίοδο το 9) τότε πράγματι ισχύει το 


μονοσήμαντο της παράστασης κάθε πραγματικού σε δεκαδικό ανάπτυγμα. 


3. Να δοθούν παραδείγματα όπου: 
α) άρρητος - άρρητος - ρητός 
β) άρρητος -- άρρητος - ρητός 
Υ) άρρητος : άρρητος - ρητός 


ὃ) άρρητος : άρρητος - ρητός 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) (92) 92-92) -2 
β) (9242) -(92)52 
γ) (ν2)-(2ψ2) -4 


κ 


Στα παραπάνω, θεωρείται γνωστό ότι ο ψ2 είναι άρρητος και επίσης ότι 


δ) ον 


ισχύουν οι προτάσεις: 
(Ὁ ρητός :Ε άρρητος -- άρρητος 
(1}Ὶ ρητός: ή : άρρητος”-- άρρητος 


οι οποίες αποδεικνύονται µε επαγωγή σε άτοπο. 


4. Τα προηγούμενα παραδείγματα, να δοθούν µε δεκαδικές αριθμητικές 


παραστάσεις. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
α) Αν α-!.1010010001000010000100000]1... τότε ο α είναι άρρητος αφού έχει 
απειροψήφια µη περιοδική παράσταση. 
Ομοίωςο ῥΞ1.01Ι01101110111101111 10... είναι άρρητος για τον ίδιο λόγο. 
Και α1-β-2,1111]... 


10(α 1β)-21.,111111... 


ο(α -β)-]θ-»α-β -- (ρητος) 


β)Αν α-12101001000100001000001... (άρρητος) 


[τω αφαίρεση κατά μέλη) 


Ρ-!1,Ι101001000100001000001... (άρρητος) 
Τότε α- βΞ]1 (ρητός). 
γ) Αφού ο” -1(Υ2 ἘΙ)Ξ]1Ι και το ανάπτυγμα του ν2 θεωρείται γνωστό», 
τότε 0,4142....2,4142...--]. 


"Γνωστό υπό την έννοια ότι μπορούμε να προσδιορίσουμε οποιοδήποτε αρχικό πεπερασμένο 
τμήμα τῶν άπειρων ψηφίων του, µε πεπερασμένα βήματα. Το σύνολο τῶν θέσεων τῶν ψηφίων 
του δεν μπορούμε να το γνωρίζουμε, γι’ αυτό άλλωστε ονομάζεται και άρρητος (-- δεν μπορεί 
να εκφρασθεί). Αλλά είδαμε ότι υπάρχουν και άρρητοι που “εκφράζονται”. 
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1 2 
ὃ) Έχω ότι: {1 - ψ2.-----ψ2-.5-. άρα, γνωστού όντος του αναπτύγματος του 


ΝΟ 5 


. : 1 2 Ρ ; 
Κ2, είναι γνωστό και το ---| Ξ τ. που προκύπτει µε τον αλγόριθμο της 


ΝΡῚ 


διαίρεσης με το 2 και άρα 1.4142....0.707...Ξ1. 


5. Είναι αληθές ότι οι πλέον συνηθισμένοι ρητοί αριθμοί που υπάρχουν 


είναι οι δεκαδικοί τερματιζόμενοι που χρησιμοποιούμε στην καθημερινή 


μας ζωή; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι. Όλοι οι δεκαδικοί τερματιζόµενοι είναι οι ρητοί της 
µορφής πρι µε µ.ν εὸ και (α.2” :5’)Ξ- 1 και μόνον αυτοί. 

Ως σύνολο εἰναι μεν απειροσύνολο (στην ζωή µας πάντα πεπερασμένο) αλλά 
ως κλάση των ρητών αποτελεί µια απειροστή κλάση αυτών, πράγμα που 
διαισθητικά γίνεται αντιληπτό απὀ τις δυνατές τιµές που µπορεί να πάρει ο 
παρονομαστής. 


Εν κατακλείδι έχουμε: 


ὰ αερ 
Δεκαδικοί τερματιζόμενοι: ΣΤΉΝ. μ,νεῦ, (α,2” 5-1 
Ρητοί ᾽ ; α,βερ. 


Μπορούμε να πούμε (διαισθητικά πάντα) ότι «Σχεδόν όλοι οι ρητοί, είναι 
δεκαδικοί περιοδικοί». 
Να υπογραμμισθεί, ότι τερµατιζόµενοι ρητοί, είναι και οι έχοντες περίοδο το 9 


(π.χ. 3,54999999...--3.55) 


6. Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν άρρητοι α και ῥ έτσι ώστε ο αριθµός αν 


είναι ρητός. 


γ2 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ α- ψ2 και βΞ 42 «που είναι άρρητοι. Τότε αν ΄2 


γ2 γ2 
είναι ρητός απεδείχθη. Αν όµως ΠΡ | είναι άρρητος, τότε θεωρώ α- ο 7 
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2 
και / 5 92. οπότε ορ τρια ας πό τός και η πρότασ 
Ρ̓ ρητός και η πρόταση 


απεδείχθη. 


7. Υπάρχει άρρητος α και ρητός ρ έτσι ώστε α:ρ --ρητός. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν α άρρητος και ῥ ρητός τότε α:ρ--ρ’ (ρητός) θα είχα 


α- Ἐ- δηλαδή άρρητο Ξ ρητό, άτοπο. 

ρ 
Όμως τα προηγούμενα ισχύουν µε την προὐπόθεση ότι ρ-0. Αν ρΞ0 τότε 
α.0Ξ0 για κάθε άρρητο α. 


Επομένως, οποιοσδήποτε άρρητος επί τον ρητό 0 ισούται µε τον ρητό 0. 


8. Να κατασκευασθεί μαθηματική πρόταση Ρ(η) η οποία να είναι 


1000 
0 


αληθής για τους | πρώτους φυσικούς αριθμούς, αλλά ψευδής για 


άλλες τιμές του η. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζουµε ος Ρ(π) Ξ«Ο φυσικός αριθµός ”, δεν διαιρείται 


ταυτοχρόνως µε το 250 καὶ το 5000», 

Αν ένας φυσικός 7 διαιρείται µε τον α και µε τον ῥ, θα διαιρείται και µε το 
γινόμενό τους ας β, υπό την προῦπόθεση ότι (α, β) -1. 

Επειδή οι 250 και 5:0 είναι πρώτοι μεταξύ τους ο μικρότερος αριθµός που 


, , Η 1000 1000 1000 
θα διαιρούν και οι δύο θα είναιο2 5... 510”. 


Άραη {10 πε - {πεὸ:πς« 10). Αριθµίζοντας από το 0, έχω 10133 
φυσικούς που δεν διαιρούνται µε τους 2/20 και 51000, ενώ η πρώτη τιµή που 
καθιστά την Ρ(η) ψευδή είναι για η -- 10190". 

Είναι προφανής µια γενίκευση που μπορούμε να κάνουμε στο παράδειγµα 
θέτοντας αντί για 10" 107 


Και ένα πιο απλό παράδειγµα: 


Η εξίσωση 10150- ιοί | χ επαληθεύεται για τους πρώτους 10/50 
10/00 


/ , , 1000 
πρώτους φυσικούς και δεν επαληθεύεται για τον 10''. 
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2. ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ͂ (Κὶ 


1. Υπάρχει (µη κενό) φραγμένο υποσύνολο του ὃ το οποίο δεν έχει 


ΦΗΡΓΕΙΙΙΠΙ στο ὅ. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ 4-!{χεδ᾽:χ᾽ «2ἱᾳ5ὅ. 

« Το 4 είναι φραγµένο, αφούπ.χ. α΄ «2-»χ᾽ «4-»χ-«2, ὕχεΑ. 

« Το 4 είναι µη κενό αφού 1Ε 4, διότι 17 «2. Άρα το 4, αν δεχθούμε ότι 
ικανοποιεί κάποιο αξίωμα της πληρότητας του ὃ . θα έχει 5ΙρΓΕΠΙΙΠΙ στο 
ὃ . δηλ. ειρ4- αςδὸ καιχζα. ΥΧΕΑ. 

ο Αν αεβ-να «2Ξα΄ -2-«0-»3ε»0:(ε-«2) 
α. -24εΞθ5α.-2-ε Ξαξνφλ-εςνὂ. Όμως ανάµεσα στον 
γ2--ε και Ν2 υπάρχει πάντα ρητός, ρ (λόγω πυκνότητας του ὃ ). Δηλαδή 
α«ρ-»α’ «ρ «2 άτοπο. 

ο Αναάά-σα” 22. Οπότε: 

(0 Αν α’ -2-»α--ψ2 άτοπο αφού α εδ. 
(0 Αν α 5253ε50:α- -2-ε-»α»ψ21ε»ψᾶα. Ανάμεσα στους 
μπητ ϱ) υπάρχει ρητός έστω ρ’ και α»ρ'-2α΄ 5ρ'; 52 άτοπο, 
διότι το ρ’ είναι μικρότερο άνω φράγμα απότο 51ρ 4 και ρἑ 4. 
Δηλαδή τελικά και για τις τρεις περιπτώσεις καταλήξαμε σε άτοπο, αφού 


δεχθήκαμε ότι 51Ρ 4 ε ὅ. Επομένως 51ρ 4 εδ. 


2. Είναι γνωστό, ότι η πεπερασμένη τομή (αντ. ένωση) ανοικτών 
συνόλων, (αντ. κλειστών συνόλων) είναι ανοικτό σύνολο (αντ. κλειστό). 
Να αποδειχθεί, ότι όταν έχουµε άπειρο πλήθος συνόλων, το συμπέρασμα 


δεν ισχύει αναγκαστικά. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πράγματι, έχουμε τα παρακάτω παραδείγματα: 
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. --η]-9 (κλειστό) 
π Ἡ 


1 : ο οι. ; 
Ἔ---,Π |Ξ(0.οο) (ούτε ανοικτό οὔτε κλειστό) 


. | --(0,) (ούτε ανοικτό, ούτε κλειστό) 


Γ1 
--α]-ο (ανοικτό) 
αι. -Ἡ- Ἡ 


1. ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 


Ακολουθία 
ΓΝ -»Β 
Μπ) Ξ αμ, ΥπΕεΝ 


πο ας. 


Φραγμένη ακολουθία Μη φραγμένη ακολουθία 
3Κ»0 τέτοιο ώστε ΥΜ»0 υπάρχει πιεΝ 


ἱαμίςΚ, ΠΕΝ τέτοιο ώστε ἱαμΣΜ 


Συγκλίνουσα Μη συγκλίνουσα Αποκλίνουσα 
ακολουθία ακολουθία ακολουθία στο 155 (ή --οο) 
νε»θ, 3πρ - πρίε)εΝ Η ακολουθία ΥΝΜ20, 3πρ- πρ(Μ)εΝ 
τέτοιος ώστε σηΣπῃ: Ἰαμ-αἰςε. έχει τουλάχιστον δύο τέτοιος ώστε α»Μ 
Η ακολουθία έχειέναν |, οριακούς αριθμούς στο Ν. (ή α.--Μ) π»ηρ. 
μόνο οριακό αριθµό αεἲ 


Ταξινόμηση των ακολουθιών ανάλογα µε το φραγμένον και την σύγκλιση. 


1.1 ΟΡΙΣΜΟΣΣΥΓΚΛΙΝΟΥΣΑΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΑΣ - ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΣΤΟ αε. 
ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΣΤΟ Ίου ΚΑΙ -ο- ΑΠΟΚΛΙΝΟΥΣΕΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ. 


Παραθέτουμε συνήθεις δηλώσεις-παρανοήσεις για τον ορισμό της συγκλίνουσας 
ακολουθίας. Όλες οφείλονται σε λανθασμένο νοητικό πρότυπο. Όλες αἰρονται µε 


αντιπαραδείγµατα: 


1. «Όταν µια ακολουθία συγκλίνει σε ένα πραγµατικό αριθµό α, τότε όλοι οι 


όροι της πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά στο α, χωρίς ποτέ να το ξεπερνούν» 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
(σρ” 


Θεωρούμε την ακολουθία αι, -3-- » της οποίας οι όροι άρτιας τάξης 


πλησιάζουν το 3 από δεξιά και οι όροι περιττής τάξης πλησιάζουν το 3 από αριστερά. 


Η εικόνα τῶν όρων της ακολουθίας παριστάνεται στο παρακάτω σχήμα: 
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2 2.06. 2.88. 98016 920 35 


αι 5 ας ας σι Ω2 


Επίσης, όντωςη α, -»3, διότι, ν ε) 0, Ἄνξθνιε): 


α, -3(ε ὗννρ. 


Όντως, ισχύει ότι: 


ο ο ο συν 
ν 
εν κει ικε 
γ γ 


το 
ν 


Ὅος“Ε (Ὁ) 
8 


1 
Οπότε, λόγω της (1) για κάθε ε»ο, αρκεί να επιλέγουμε νρ Ξ νρ(ε) - Η --1. 
ε 


1 1 
Τότε, για κάθε νΣνρ -5 ε1]-»ν)--«»..ερ]αν -3(ε. 
ε 8 


2. «Σε µια συγκλίνουσα ακολουθία, οι όροι της πλησιάζουν το όριο, οσοδήποτε 


κοντά, χωρίς ποτέ να φθάνουν σε αυτό». Είναι ορθός ο παραπάνω ισχυρισμός; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
Αν θεωρήσουμε την 
οσο ο αν ν«ς200] ακολουθία: 


α - ν- ψηφία του 9 


| 2 αν ν)200 


τότε οι όροι της προφανώς πλησιάζουν το 2 μέχρι να τον όρο α.ρ και έπειτα, όλοι οι 


υπόλοιποι (και άπειροι στο πλήθος) όροι της ισούνται µε 2. 
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Ἡ ακολουθία αυτή, συγκλίνει στο 2, αρκεί για κάθε ε2ο, να θεωρώ 


πρ(ε)-- 200. οπότε Ὃν 5 200 α, - 2 . 2 - 2 ΞΟίε. 


3. «Αν µια ακολουθία έχει µόνο ακέραιους όρους, τότε δεν είναι δυνατό να 
συγκλίνει». 


Να εξετασθεί η αλήθεια της παραπάνω πρότασης. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


Είναι ψευδής, διότι υπάρχει το αντιπαράδειγματης α, -5.σπε 
Προφανώς η α, -»5 και α, ε ΟΞ 
Γενικότερα, για να συγκλίνει µια ακολουθία µε ακεραίους όρους, έστω στον α Ε9,θα 


πρέπει οσοδήποτε μικρή περιοχή του α, να περιέχει άπειρους όρους της ακολουθίας, 


ενώ έξω από την περιοχή να είναι πεπερασμένοι όροι της ακολουθίας. 


Έτσι, για ΤΙ θα πρέπει στο |α---- --- να περιέχονται άπειροι 
» Ύ ἘΠῚ Ρ τ0᾽ Το ΡίΕχ! Ρ 


ακέραιοι όροι και εκτός του διαστήματος πεπερασμένοι. 
Όμως σε ένα διάστηµα πλάτους 0,2 µόνο ένας ακέραιος µπορεί να υπάρχει και 


για να συγκλίνει η α,, αυτός υποχρεωτικά πρέπει να είναι ο α. το όριο της αι (διότι 


β-α 


αν ήταν κάποιος άλλους ακέραιος ῥ-0., τότε για ε.α. στο διάστημα 


ο. 
2 » 


| δεν έχω κανένα όρο της ακολουθίας, άρα δεν συγκλίνει, 


ἀτοπο). 
Άρα: «Για να συγκλίνει µια ακολουθία ακεραίων όρων, θα πρέπει αυτή να 


είναι τελικά σταθερή (και τελικά ίση µε ακέραιο)». 


4. «Εάν σε κάθε περιοχή του α, οσοδήποτε μικρή, υπάρχουν άπειροι όροι της 


ακολουθίας α,, τότε α, -»4α». 


Είναι ορθός ο παραπάνω ισχυρισμός; Αν ναι, να αποδειχθεί 


Αν όχι, να δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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Όχι, διότι, π.χ. για την ακολουθία α, -(- 1)’, σε κάθε περιοχή του 1 υπάρχουν 
άπειροι όροιτης ακολουθίας α,. 


Πράγματι, ισχύει: σε » 0,|α», ---- [- Ίος Ϊ Ξθςε. 


Δηλαδή, όλοι οι όροι άρτιας τάξεως της ακολουθίας ισούται µε | και έτσι, 
«οσοδήποτε κοντά στο | υπάρχουν όλοι οι όροι άρτιας τάξης, που είναι άπειροι στο 
πλήθος». 


Όμως, η α, δεν είναι συγκλίνουσα όπως θα αποδείξουµε παρακάτω: 


; ᾿ Ρ ᾿ ν 1 : 
Εάν υποθέσουμε ότι Παεῖ:α, -λα, τότε ε»ῦ, άρα και για ε σι υπάρχει 


πρ - πρ[ε)εβᾶη Σ πῃ το -) -ακ-. 


[-ὐ”--- 
Τότε θα έχω: 


(η τα κ Ὁ 


Ισχύει: 


[-ὐ”'-(-η" 


Ξ [- 1}'--ᾱ--(-1}5 τα 


τει -α]-[-υ)'-α]-[-ὐ"' -αἱ-(-1}" «πἑ1- 


Τελικά, έχω 


«1 (3). 


Όμως, 


[-0”'-(-ἠϑ|-[Εὐ"--1-ἠ-[-ὐ" 


Οι (3) και (4) όμως αντιφάσκουν, όπερ άτοπο. 


Ἱ 251:2--2. (4) 


Επομένως, δα εἵ-α, -»α. 


1 
5. Η ακολουθία α, -ε-τ--- αποτελεί παράδειγµα ακολουθίας της οποίας όλοι οι 
ν 


όροι είναι άρρητοι και συγκλίνει σε άρρητο. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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1 1 
Πράγματι, ο αριθµός ο-ς--- είναι άρρητος Ὃν ε (6, διότι εάν ο----Ξ ρ (ρητός), τότε 
ν ν 
εΞξρ---- και το δεύτερο µέλος είναι ρητός ως διαφορά ρητών, ενώ το πρώτο είναι 
ν 


άρρητος, πράγμα άτοπο. 


Επίσης, ν--»οο ν ντο ν-οο γ/ 


[π1 ο πι αν 


6. Η πρόταση : «Κάθε ακολουθία ρητών συγκλίνει σε ρητό» είναι ψευδής. Ἡ 
ακολουθία α,» της οποίος ο ν-οστός όρος είναι ο αριθµός που σχηματίζεται από 
τα ν πρώτα ψηφία του δεκαδικού αναπτύγματος του αριθμούς π, αποτελεί 


αντιπαράδειγµα ακολουθίας- ρητών που συγκλίνει στον άρρητο π 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


Πράγματι, αν θεωρήσω ὣς κιν την ακολουθία των δεκαδικών ψηφίων του αριθμού π 


(κι53, κο] κ- 4, ΚΙ ...) τότε,αι Ξ2, α;-3,], α.Ξ2.18...., α, -κι,Κ,,...Κ,. 


Έτσι 
ν μηδενικά ν-μηδενικά 
ο. πώ μνημη. 
α, --π]--β.Ι4159...ς, --π]--|--0,00000Θ.,ι, κ...) 0,000...0 κι... «Ό,0000..09999... 
ν--] μηδενικά 
πμ ο ο - πω. 


10: (19 1{9(ν-1) 9ν-δ 


Ληλαδή τελικώς, 


α,-π|« Ν 1 
3 0ν--8 ος 


Αν ε»0, έχω τις ισοδυναμίες: 


1 
«ες» 2 
Ον -8 ὦ) 
θν-8»--«» 
ε 
1 
ον» - 
ε 
1 8 
ν»------. 3 
9ε 9 . 
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1 
Οπότε, νε » 0, αρκεί να επιλέγω ν) νρίε) Ξ [ος Ἔ ) 1-1], από όπου λόγω των (3), 
ε 


(2) και (1) έχω 


α,-π]« Ὑν»νρη(ε). 


Δηλαδή, α, -»π. 


7. Κάθε πραγματικός αριθµός, (ρητός είτε άρρητος), μπορεί να είναι όριο 


ακολουθίας ρητών. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


να | 


ν 


Αν α πραγματικός, θεωρώ την ακολουθία α, Ξ «ης οποίας όλοι οι όροι είναι 


ρητοί. 
Ισχυρίζομαι ότι α, -»α. 
Πράγματι: 
γα-]« [να] να ΞΡ 


να-] . [να] « γα 


Ξ» 
ν ν ν 


Ι 
ᾱ----ᾱ,.Ξᾱ-Ξ» 

ν 

1 
ουκ α πας 

ν 


ὕπν (ας Ππι αν ς Ππι αν 


ν-λήοο γ ν-»1ο0 ν-}ήοο 


αε]ππα,Ξἕα-» πια, -α 
γ-λήοο 


[νπ 
Σχόλιο: Για απ. έχω αι Ξ ης -»ᾖπ που είναι αντιπαράδειγµα ακολουθίας 
ρητών που συγκλίνει στο π. Εδώ το παράδειγµα είναι απλούστατο σε σχέση µε την 
προηγούμενη κατασκευή του παραδείγματος. Η ευκολία όµως αυτή οφείλεται στην 
ιδιότητα της ανάρτησης «ακέραιο μέρος», η οποία υποκρύπτει µια εξ᾽ ίσου 


πολύπλοκη «κατασκευή», στην ίδια της την επινόηση καθ᾽ αυτή. 


8. Η πρόταση: «Εάν α, -»α τότε 


α, -»|α]» είναι αληθής. 


1. Να εξετάσετε εάν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. Εάν ισχύει να την αποδείξετε, 
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αν όχι να γράψετε κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 
2. Ὑπό ποίες πρόσθετες συνθήκες, η αρχική πρόταση θα μπορούσε να είναι 


ισοδυναμία; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


1) Δεν ισχύει αντίστροφη πρόταση, διότι αν α, --(--1)', τότε ᾱ, -(-1}'|--1--» 1. ενώ 


η α, δεν συγκλίνει. (βλέπε 1.1.4) 


2)Επειδή (α .α--α,-» α) (α - 0) και επειδή το όριο όταν υπάρχει είναι 


1 
μοναδικό, η αρχική πρόταση θα ισχύει ὡς ισοδυναμία αν α, -»ακαι -α, -»α. 
Αλλά αφού --ᾱ, -» -α θαπρέπει --α --»α, ισότητα που ισχύει µόνο εάν α 0. 


-» ϱ). 


Δηλαδή, τελικά έχουμε ία, δθ«σια, 


9. Εάν μία ακολουθία έχει µόνο θετικούς όρους και είναι γνησίως αύξουσα, τότε 


τείνει στο -οο; 


Όχι απαραιτήτως. 


1 
Για παράδειγµα, για την ακολουθία α, -3-- πη ισχύει: 
η - 


1 
Ι ο πετ ος | 
ο 3- τη 50 Ὑπε (6, διότι εάν επιλύσουµε το σύστημα η 451 , βρίσκομε 
ΠΕ κα 
Ως λύσεις κάθε η ε (5. 
1 1 1 1 


ε.α ησα πο 33 --- - «2 -2»π-15}2» Ταληθής 
η 52 ΠΕΙ 1-2 πη] 


και ισοδυνάµως ισχύει και η αρχική. Δηλαδή, η α, είναι γνησίως αύξουσα. 


« πα ο. Ππα τ 


ν--»ο0 ν--»ήο0 1-1 νο νης γη] 


10. Για µια ακολουθία µη αρνητικών όρων α, ισχύει ότι «Για κάθε ΜΣΟ, 
(οσοδήποτε μεγάλο) άπειροι στο πλήθος όροι της είναι μεγαλύτεροι από το Μ». 


Τότε η ακολουθία αυτή τείνει στο Γοο; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ:Όχι απαραιτήτως. 
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Για παράδειγµα η ακολουθία: 


π, αν Π άρτιος 
Ω͂, Ξ ΄ 
0, αν Π περιττός 


Οι όροι άρτιας τάξεως είναι άπειροι, ενώ Ὁ ΛΜ »0 3πι ε(535ὰ) » Μ., ενώ υπάρχουν 
άπειροι άρτιοι μεγαλύτεροι του η. 


Η ακολουθία α, -Ῥ 1ο0, διότι αν α, -} 00, τότε ὕΜ 320, άρα και για ΜΞΙ0, 
Π πρ ρθ)α, »10 νη πρ. 

Αν πρ άρτιος, τότε πρ Ἔ | περιττός και α, ΙΙ Ξ02 Ιθάτοπο. 

Αν πρ περιττός, τότε α, Ξ0 210 άτοπο. 


Επομένως, α, του. 


11. Εάν μία ακολουθία δεν είναι άνω φραγμένη ενώ είναι κάτω φραγμένη 


συγκλίνει (κατ᾽ εκδοχήν) στο Ίου; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
Το προηγούμενο αντιπαράδειγµα εκπληροί τις προὐποθέσεις. Είναι ακολουθία κάτω 


φραγμένη, δεν έχει άνω φράγμα και δεν συγκλίνει στο Ἴοο. 


12. «Εάν μία ακολουθία δεν είναι ούτε άνω ούτε κάτω φραγμένη, τότε συγκλίνει 


ή στο Ίοο ή στο -οο». Ισχύει ο ισχυρισμός αυτός; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


π, αν Π άρτιος 


Όχι απαραιτήτως. Για αντιπαράδειµαη α, - | | δεν είναι ούτε 


-Π, αν Π περιττός 
άνω, ούτε κάτω φραγμένη, ενώ δεν συγκλίνει οὔτε στο οο, ούτε στο -οο. 
Πράγματι: 
Αν -α͵-»το, τότε ΝΜ20,. άρα και για ΜΞΙ0 θα υπήρχε 
η πρίθ):α, Σ10 νηἜπι. 
Τότε, φ αν Π,περιττός θα ισχύει α, Ξ- -πι » 10 άτοπο, 

9 αν πράρτιος, Πρ Εἰ περιττός και α, ι Ξ -{:) 1» 10 άτοπο. 


Άρα α, -9 00. 
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Αν αᾱ,͵--ο, τότε ΝΜ2Σ0 άρα και για ΜΞΙ0 θα υπάρχει 
η-πρ([0}:α, «-10 νηΣῃ 
Τότε, 9 αν πράρτιος α, Ξπο«-Ιθάτοπο, 

9 αν Πρπεριττός, Πρ -1 άρτιος και αν νι Ξ (αρ -1}ς -10 άτοπο. 


Δηλαδή, τελικώς η α, δεν είναι ούτε στο !ο0, Οὔτε στο -οο 


12 ΦΡΑΓΜΕΝΕΣ ΑΚΟΛΟΥΟΙΕΣ -- ΠΡΑΞΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ 
ΑΚΟΛΟΥΘΙΩΝ ΚΑΙΣΥΓΚΛΙΣΗ 


1. Είναι γνωστό ότι ισχύει η πρόταση: «Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι 


φραγμένη». Ισχύει το αντίστροφο αυτής της πρότασης; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρέπει να αποφανθούµε στο εάν ισχύει ή όχι ότι «Κάθε φραγμένη 


είναι συγκλίνουσα» 
΄ ΄ ΄ / ΄ 1 ΄ / ΄ ΄ 
Δεν ισχύει αυτό, διότι υπάρχει ακολουθία, η α, - (- 1) , η οποία είναι φραγµένη διότι 


-2«α,«2 νμε[όκαιη οποία δεν είναι συγκλίνουσα, όπως δείξαµε στην 1.1.4 


2. Είναι γνωστό ότι αν α, -»α,β,-Ὁ»β τότε α͵-β,-λα-βῤ. λα, -»λα, 


ση 


ανα (6-0) α,β, -»αβ. Ισχύουν τα αντίστροφα των επί μέρους 


ιν 7 


προτάσεων; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι. Η απόδειξη µπορεί να γίνει µε το ίδιο αντιπαράδειγµα για όλες. 
Πράγματι, αν α, -(-1)". β, -(-1)'''. τότε: 
ο α,1β,-{Ξ1᾽4{11}5-{-1.{η(-19)-(-1.0-0-»0, ενώ οι α,, 


β, δεν είναι συγκλίνουσες. 


» α,:β,-(Ξ1)-(1}᾽ -(1 ---1-»-1, ενώοι α,, β, δεν συγκλίνουν. 


1 ῇ ς Ρ 
Ξ -----ἰ-}λ-],ενώοια,, δεν είναι συγκλίνουσες. 


β, (- 1" ΜΝ 1 


ο 0:-α,-0-»0, ενώη α, δεν συγκλίνει. 
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Αν }50, ισχύει και το αντίστροφο, διότι αν λα, -»Λα. τότε σε20., άρα και για 
ε- - ή] ε 0 ης "ο[ε")-]λα, -λα] « ε--]]α, -α] « Λε ο α, -α «ε, δηλαδή 
λ50 


α, -»α. 


3. Γνωρίζουμε ότι ισχύουν οι δύο ιδιότητες σύγκλισης τῶν ακολουθιών: 

Ανα, -»αεἵκαι β, -» β εὶ, τότε 

(Ὁ α,1β, -α-Ρ̓ 

αλα σα. 

Εύκολα µε µαθηµατική επαγωγή, µπορεί να αποδειχθεί ότι και οι δύο ιδιότητες, 
ισχύουν για οσοδήποτε πεπερασμένο πλήθος ακολουθιών. 


ο Να εξετασθεί αν μπορούν οι ιδιότητες αυτές να επεκταθούν για άπειρο 


πλήθος ακολουθιών. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


( Θεωρώ την σταθερή ακολουθία α, -1-»] 


ΓΙ 1 
Επίσης, ισχύει ότι: απ Ἱ-π'.- τπτ Έτ (1). 
η 


Τότε, αν ίσχυε η ιδιότητα της πρόσθεσης τῶν ορίων απείρου πλήθους 


ακολουθιών, από την (1) θα είχα: 


Μπορούμε πάντα να υποθέσουμε ότι τελικά β, 0, όταν { -0, διότι από την σύγκλιση, έχω ότι 


ν' Ε » 0 άρα και για 


Ρ 4 '/ 
Πο» 7 ΞΕ (1). 


εΞ{ε] πρ --πρ{ε):|8, β|« 


ἢ ΕΠΣ ῤός« 
2 α 


Οπότε, αν ϱ 20, η (1) β-5«β, «βις Φ0«ξ«β, «35 από όπου αμέσως έχω 
β,0. 
Αν β, «0, η (1) 9» δε β, «κ. 0, από όπου έχω πάλι ϱ, -0. 


Δηλαδή, «Να, --» α. τελικά οι όροι της είναι οµόσηµοι του α. 
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Ππι α, - μπ1 αν 11π1 λα. Ππι --» 


Π--λ»οο Π--οο ] π--»νοο 1 Π-}ἠο0 7] 
{π1α, Ξ 000... 05 


Ππι α, -0 άτοπο, αφού πι α, -]1. 
π--»οο 1-00 


Παρατηρητέο, ότι η (2) φαίνεται να έχει πεπερασμένο πλήθος ακολουθιών, 


καθώς εφαρμόσαμε το ἴπιες και στα δύο μέλη της (1). Όμως, π-»1οο και θα 
1 

έπρεπε µετά τον τελευταίο προσθετέο -- να γράψουμε --..., για να δείξουμε το 
ῃ 


απειροάθροισµα. 


Σε κάθε περίπτωση, όµως, έχουµε άτοπο. 


τ Ρ ΤΠ, 5 Ρ Ρ 
(1)Για την ακολουθία α, Ξ [ «- 1) «γνωρίζουμε ότι συγκλίνει στον ο. 
Ἰ 


(κκ) τικ λ κα) απ) (Ὁ 5 

ιο 1 1 1 

Ππ[-ε}} τν (τες πίη: ο ᾿ Ξ» 
ιο [ο ιο ιο 


ἐ-]-].].....1-» 


ἐ-] άτοπο, αφού 2«ε«8 ἠ ο»-2.7]δ.... 


Όμως, 


Παρατηρητέο και εδώ, ότι όταν παίρνουμε όριο και τῶν δύο μελών της (1) 
φαίνεται να έχω πεπερασμένους όρους στο β᾽ μέλος, όμως π --» 1ο0. 


Σε κάθε περίπτωση, όµως, αυτό δεν επιτρέπεται, αφού έχουµε άτοπο! 


Ω͂, 


4. «Αν α, -»α εἵκαι ῥ, -» ῥ «Ὁ, τότε η ακολουθία δεν συγκλίνει». 


1) Είναι αληθής ο παραπάνω ισχυρισμός; Αν ναι, να αποδειχθεί. Αν όχι, να 
δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 
2) Υπό ποίες επιπρόσθετες συνθήκες είναι αληθής ο αρχικός ισχυρισμός; 


Να γίνει διερεύνηση τῶν περιπτώσεων. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


104 


1) 


2) 


Δεν είναι αληθής ο ισχυρισμός. Ως αντιπαράδειγµα θεωρώ τις ακολουθίες 


ἄο ζεοκα τε μή για τις οποίες έχω ο ο η 
ν ν 


[η Ξ-- 


Η απαιτούμενη επιπρόσθετη συνθήκη, για να είναι αληθής ο ισχυρισμός είναι 


α-θ και επίσης η ῥ, να είναι μηδενική μεν, αλλά µε όρους τελικά διάφορους 


του μηδενός, διότι αλλιώς δεν έχει νόημα να ομιλούμε για ακολουθία “7 


[η 


Συνήθως, όµως, αυτό το τελευταίο συμφωνούμε να εννοείται, διότι όταν στην 


αι 


αρχική διατύπωση λέμε «η ακολουθία » εξυπονοούμε ότι ορίζεται, άρα τελικά 


οι όροι της βη δεχόμαστε ότι είναι διάφοροι του μηδενός, από τη διατύπωση. 
Εδώ το σχολιάζουµε για λόγους μαθηματικής αυστηρότητας και καλό είναι να το 
έχουµε υπ’ όψιν και να το εννοούμε συνειδητά. 

Κάνουμε την απόδειξη µε την εις άτοπον απαγωγή. 


μα 


Ἔστω, ότι η είναι συγκλίνουσα. Τότε θα είναι και φραγμένη και θα υπάρχει 


π 


Ἔξ! 


φ»0:|-Ξ-|«φ ΥὙπε(. (1) 


η 
Επίσης, α, -» 4. Αυτό σηµαίνει, ότι σε κατάλληλη περιοχή του α, η αι διατηρεί 
τελικά σταθερό πρόσημο. 

Πράγματι, αν α» 0 τότε επειδή α, -»α, ισχύει ότι σε » 0, άρα και για 


κα ῇ 3 - πι(ε): α αρ]α νηΣήΠ 
2 1 η 2 στι 


, - « -- αἱ Σ 
ή αι, α[ κα, α| « ᾽ νππι 
ή ών ο. ΠΣ 
2 η 2 1 
| αἱ 3α 
ή στον 8; |- 2 νη 27 (9) 


Έχω ακόµη ότι ῥ, -»0. Επομένως, νε»0 3η, (ε): 


| -ε ση 5. (3) 
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Από (3) έχω |--|» - Ψ η Σ πι (πι ο δείκτης πέραν του οποίου έχω τελικά β,:0) 
ἡ [από (2)] 
ία; ΤᾺ μα; -- - {ω-ονλ»οι) 
Γη ον (4) 


Συγκρίνοντας τις (1) και (4) παρατηρώ, ότι η (1) ισχύει για σταθερό φ20, ενώ η 


αἱ 


(4) για μεταβλητό ε»ο. Συνεπώς, αν εκλέξω ως εΞ αι η (4) δίνει 
φ 


αφ. (5) 


Οι (1). (5) συνιστούν άτοπο. 
Ειδικότερα τώρα, μπορούν να αποδειχθούν τα παρακάτω: 


Αν α, -»0 και β, -»0 δεν μπορούμε να αποφανθούµε για την σύγκλιση της 


π 


βαΞ--τ--»0, β,----»θ και ----- -η -»-ο0 
1 ἤ η η 
η 
ον πο 0, β, ----»0 και--- η -- -οο 
νη 7 π 


ὃ) α, Ξ ον) λος και “5. ----: -(-1}’ δεν συγκλίνει. 
η β Ἔ 
η 


ο Ανα,-λα20 και β, -»0, τότε 


α) Αν η ῥ, διατηρεί τελικά θετικό πρόσημο, 


π 
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Π 


β) Αν η ῥ, διατηρεί τελικά αρνητικό πρόσημο, 


-» -οο. 


γ) Αν η ῥ, εναλλάσσει το πρὀσηµό της (η άρνηση τῶν (1.2) µε την επιφύλαξη 


Π 


τῶν τελικά μηδενικών όρων), η 


δεν συγκλίνει. 


π 


᾽ Ανα, -»α «0 και β, -»0, τότε 
α) Αν η ῥ, διατηρεί τελικά θετικό πρόσημο, ---- -» --οο. 
β) Αν η β, διατηρεί τελικά αρνητικό πρόσημο, ειν Ἡ 


π 


Π 


γ) Αν η ῥ, εναλλάσσει πρόσημο, 


δεν συγκλίνει. 


π 


5. Αν α, -»1ο0 και β, -» 00 μπορούμε να αποφανθούµε για την σύγκλιση της 


α 


π 9 


ο 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, διότι έχουµε τα εξής τρία παραδείγματα: 


ο οα,-ξα Π-»Ἴ-ο α»λθ 


α 
β/Ξη-»οο -κα--Ξ-α-λα να»σ0 


η 


2 α 1 
β,Ξ Π΄ -»οο .και --------»0 


Επομένως, το μόνο το οποίο μπορούμε να εικάσουµε µε βάση τα προηγούμενα 
παραδείγματα είναι, ότι: «εάν συγκλίνει, θα έχει µη αρνητικό όριο». Αυτό βεβαίως 


προκύπτει και εξ᾽ αρχής µε την παρατήρηση, ότι αφού α, -»-οο και β, -»-οο 
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Π 


έχουν και οι δύο τελικά θετικούς όρους, επομένως και το πηλίκο θα έχει τελικά 


π 


θετικούς όρους. 


6. Αν α, -» του και β, -»-οο μπορούμε να αποφανθούµε για τη σύγκλιση ή όχι 


της ακολουθίας α, 1- β,; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γενικώς η α, 1 β, µπορεί να συγκλίνει ή και να αποκλίνει όπως 
φαίνεται από τα παρακάτω: 
) α,Ξπ-}1ο0, β, -α-π-»-ο,καια, -β, -α-»αναεὉ 


2 2 
2) α, -π’ -π-}ἠοο, β, --η-}-οο, και α, 5 β, -π᾽ -»1ο0 


3) α, Ξη-}!ἠοο, β, ---π᾽ -π-»-οο, καὶ α, 1 β, --η᾽ -» 100 


4) α,-π-}!1οο, β, ---”-(-.1)᾽ -»-οο, και α, 1 β, -(-1}᾽ δεν συγκλίνει. 


π 


Δηλαδή δεν μπορούμε να αποφανθούμε για την α, -- β, κατ᾽ ουδένα τρόπο, αφού τα 


παραδείγματα καλύπτουν όλες τις δυνατές περιπτώσεις σύγκλισης ή απόκλισης. 


7. Αν α, -»0 και β, -»-οο ή -οο τότε μπορούμε να αποφανθούµε για τη 


σύγκλιση ή όχιτης ακολουθίας α,β, 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, όπως φαίνεται από τα παρακάτω παραδείγµατα 


ο ᾱ 


1) αμ 20, β,-π-}1οο, καια͵β-α-λα Νας! 
η : 
2) ο ον β, -π᾽ -»1οο, και α,:β, -α-π-»1οοΟναε 


3), «ᾱ------ρὍ β, --π᾽ -»-οο, και α,:β, -α-(-η)-»-ο ναε 
71 


4) α ο ο β,Ξ1---οο, και α,:β, -(-1)}-α αποκλίνει ν αε 
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8. Εάν α, Ξ]και β, -»-οο, μπορούμε να αποφανθούµε για τη σύγκλιση της 


βι. 


3 


α 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γενικώς όχι, όπως φαίνεται από τα παρακάτω παραδείγματα: 
Γ 
ο Άνα,ς2" -»] και β, -π--»-οο, τότεα”' --2-»2 
1 
ο Ανα, -2’ -»] και β, -π᾽ -»-ο0, τότε α”' -- 2” -»-ο0 


συ” 


ο Αν α,-2’ -»] και β, Ξπ--οο τότε α”' --203 που δεν συγκλίνει, 


1 
διότι ταλαντεύεται και λαμβάνει εναλλάξ τις τιµές 2 και .. 


9, Αν θ-α,«βν πε(β και η ῥ, εἰναι συγκλίνουσα, τότε και η α, 


συγκλίνει; Τι πρέπει να ισχύει επιπροσθέτως για να υπάρχει η σύγκλιση της β,; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως, διότι εάν α, -2- (-- 1)’ και β, -3- τότε για 
η 


3 αν άρτιος 


την α, έχω α, -] γον η οποία δεν συγκλίνει. 


1 αν η περιττός 


Επίσης, προφανώς ισχύει: 
θ«α, οτι ν πε[ὂ. 
η 


Για να υπάρχει σύγκλιση, θα πρέπει β, -»0, οπότε η δοθείσα σχέση 
θ-α,-«β,-»θμε βάση το θεώρημα τῶν ισοσυγκλινουσών ακολουθιών δίνει 
α, -»0. 
Σε κάθε άλλη περίπτωση, όπου ψ -»0, πάντα μπορώ να βρίσκω παράδειγµα µη 
συγκλίνουσας ακολουθίας 

θ«α «ιν πε (1) 


Εάν β, -ᾱα-Ο0, τότε από την (1) έπεται ότι α» 0. 
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Επίσης, αν λ -ἱπγ{ ο ερ τόεθς«ςλ«α (71-00, διότι αν 2 0, δεδομένου ότι 
β,»0, το λ.σ.σ. και τότε ϱ, -»0, πράγμα που αντιβαίνει στην υπόθεση ότι 
Ρ-»0). 

Έτσι, για την κατασκευή του αντιπαραδείγµατος αρκεί να θέσω π.χ. 

, αν ή άρτιος 


. η α, προφανώς δεν συγκλίειθ«α, «β,ν ηε( 
. αν 1 περιττός 


10. Δίνεται η πρόταση: «Αν για δύο συγκλίνουσες ακολουθίες α,,Ρ,, ισχύει 
α,«β, ν πεί, τότε θα ισχύει και πα, » [π1Ρ,». 


Αν ισχύει να αποδειχθεί, αν όχι να δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα και να 
βρεθεί η επιπρόσθετη συνθήκη για να υπάρχει σύγκριση μεταξύ τῶν οριακών 


τιμών. 


2 1 2.1 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν α-ξ- και β,--,, και προφανώς α,-Ξ-»--ρβ,νπε(, 
ῃ ῃ 1. η 


ενώ πια, --πὶΡ, --0. 

Γενικά, έχουμε τα εξής: Αν β, -» β, τότε -,-»-β,. ενώ 

α, -β,-α, ἑ(-β.)-»α-{(-β}]-α-βκαια, --β,»0ν πε 

Γνωρίζουμε, ότι η διαφορά α- δεν µπορεί να είναι αρνητική, διότι τότε, σε 
κατάλληλη περιοχή του α-- β, τελικά όλοι οι όροι της α, - β, θα ήταν αρνητικοί, 
άτοπο. Άραα- 20. 

Έτσι, γενικά έχουµε την σωστή πρόταση. 


«Ανα, -»αε.θκαι 4 -» Ρεἴθκαι α, » β, νυ πε[ῴτόεαΣβ». 


11. Να εξετασθεί η ισχύς της προτάσεως: «α, -»ύ», τότε ο. Σε 


ση 


περίπτωση που ισχύει να αποδειχθεί. Σε αντίθετη περίπτωση να δοθεί 
κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 
Να τεθούν επίσης τυχόν επιπρόσθετοι περιορισμοί, ώστε να ισχύει πάντα το 


συμπέρασμα. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γενικώς, δεν ισχύει το συμπέρασμα, διότι 


-.1}᾽ ή Ρ 
) -»0, ενώ η κ Ες (- 1) -ῃ αποκλίνει και μάλιστα δεν συγκλίνει 
η α 


π 


ο Ανα,- 


οὔτε κατ᾽ εκδοχήν. 


1 
ο Ανα ες φῇ τότε η ---Ξη --»-οο. 
η 


π 


1 
ο Ανα αρα ο Ας τότε η -----η-}-οο. 
η α 


π 


]:.-; 
ο Ανα,-π-}!1ο0, τότε η -----»0. 


α, " 
: 1 1 
ο Ανα-ήπ-ὸ»-οοτόεη-- ------»0. 
ο. -Ἡ 
| . 1 το 
ο Ανα, -»0 εἵψ(και ύ --0), τότε η ---- Τα πρόταση). 
α 


Επομένως, επαναδιατυπώνοντας την αρχική πρόταση, έχω: «Αν α, -»0 εὉ- 0). 


ο -- . 1 1 
τότε ον φυσικά --------0. 


αι Ἴοο -ο0 


13.ΥΠΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΚΑΙ ΣΥΓΚΛΙΣΗ 


1. «Αν µία ακολουθία έχει συγκλίνουσες υπακολουθίες, είναι συγκλίνουσα;» 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, απαραιτήτως. Ως αντιπαράδειγµα θεωρούμε την ακολουθία 
α, Ξ (-- 1)’, η οποία όπως δείξαµε στην 1.1.4, δεν συγκλίνει, όμως οι υπακολουθίες 
της α2»Ξ(-1}'-1-»1 


2π151 - -1 


και αλ (-1) -»-] 


2. «Αν μία ακολουθία έχει κ το πλήθος (κ ε(ὅ) συγκλίνουσες υπακολουθίες, 


είναι συγκλίνουσα;» 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, η ακολουθία: 
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αν ν-κΡρ 
ν 
νο αν νζκρ-] 
Ην. Ἶ 
2--, αν ν-κρ!2 
γ 


έχει κτο πλήθος συγκλίνουσες υπακολουθίες και μάλιστα σε διαφορετικούς οριακούς 


αριθμούς. 
αμ ο φθ 
ΚΡ 
1 
αμ] -»1 
ή κρ-] 
1 
αι οΞ2- -»2 
Τ κρ-ὶ 


α ι-ίκ-]--------- 
(κΉγε- κρτί(κ-τΏ 


ενώ η α͵ η δεν συγκλίνει, όπως προφανώς, µπορεί να αποδειχθεί. 
μμ; 


3. «Εάν μία ακολουθία έχει άπειρες το πλήθος συγκλίνουσες υπακολονυθίες, είναι 


συγκλίνουσα;» 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζω την ακολουθία 


σι Ξ 


1 
Ρ--π-αν πΞρ',Ρς πρώτος 
Ρ 


0, αν π-ρ',Ρ πρώτος 


ο ΗΠακολουθία αυτή έχει τους εξής αρχικούς όρους: 
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1 


ᾱις Ξ- 0,άις - όσο... 


ο Η ακολουθία είναι µη φραγμένη, αφού η ακολουθία των πρώτων 
Ρι(2,3,5,7,11,19....), περιέχει απείρους όρους (πρόταση Ευκλείδη). 


« Ἡ ακολουθία είναι καλώς ορισμένη, διότι αν γ΄ Ξ (΄ (1). µε. ἆ πρώτους, τότε 


από (1): ρ/ᾳ”. -» ρ/ᾳ(1}. 
(4 πρώτος) 


Επίσης, από (1) ᾳα/ ν' -» α//(8). 
(Φ πρώτος) 


Από (1). (3) Ρξα και η (1) δίνει κ--λ. 

Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε αν επικαλεσθούμε το θεώρημα από την 
θεωρία αριθμών, που λέει ότι κάθε φυσικός έχει μοναδικῇ παράσταση σε 
γινόμενο πρώτων. 


Δηλαδή, "αν (ρ-Φ.κ-λ᾽ 


(Φ»4 πρώτοι) 
Ὑπενθυμίζουμε ακόµη, ότι µε το «καλώς ορισμένη» αποδείξαµε, ότι η ορισθείσα 
αι είναι όντως ακολουθία, δηλαδή «για έναπε αντιστοιχίζεται ένας όρος α͵» 
ή αλλιώς περισσότερο φορμαλιστικά αλλά και λειτουργικά 


(πι, ε(δ-»α, -α,). 


ο Έχω άπειρες υπακολουθίες της µορφής αιι-ὸΡ. 


4. «Εάν µία ακολουθία έχει άπειρες το πλήθος συγκλίνουσες υπακολουθίες και 


επί πλέον είναι και φραγμένη, είναι συγκλίνουσα;» 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αυτή τη φορά ορίζουµε την ακολουθία ὡς εξής: 
------, αν πξρ' 0 πρώτος 


1. αν π-ργ' Ὁ πρώτος 


ο Όπως δείξαµε να προηγουμένως είναι καλώς ορισμένη. 
1 

« Έχει άπειρες υπακολουθίες της µορφής αι -»--Ε [ο1]νρ πρώτο 
Ρ 


ο Όλοιοιόροιτης βρίσκονται στο διάστηµα [0.1] και άρα είναι φραγμένη. 
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ο Επί πλέον μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι Ιπ15υρα, --1 (άπειροι όροι της 


ισούνται µε 1), Ιππίπξα, Ξ0. 


5. Υπάρχει ένα και μοναδικό αντιπαράδειγµα που να ικανοποιεί ακριβώς τις 


ίδιες προὐποθέσεις των τριών προηγουμένων παραταθέντων 


αντιπαραδειγμάτων; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ναι, κι αυτό είναι η ακολουθία α, - (- 1)’, η οποία όντως µπορεί να 
παρατηρήσει κάποιος είναι το σχεδόν «πασπαρτού» αντιπαράδειγµα τῶν ακολουθιών. 
Πράγματι: 

ο Δεν συγκλίνει( 1.1.4. ). 


ο Εἰναιφραγμένη, διότι |α,(-Ώ) ΚΙ νπε 


ο Έχεικτο πλήθος (κ ε [ο] συγκλίνουσες υπακολουθίες: 


ορ ο πω ο ον. ο 


Τα προηγούμενα περισσότερο πολύπλοκα παρατεθέντα αντιπαραδείγµατα είχαν και 
χαρακτηριστικά που δεν τέθηκαν στις εκφωνήσεις και τα οποία δεν η εκπληροί 
α, -(-1)'. 
Π.χ.: Τα( ) έχουν κ διαφορετικούς ή και άπειρους διαφορετικούς οριακούς 
αριθμούς, ενώ η α, έχει µόνο δύο διαφορετικούς οριακούς αριθμούς. 
Οι κακολουθίες του ( ) είναι όλες διαφορετικές μεταξύ τους (δηλαδή, 


ουδείς όρος της μίας είναι ίσος µε όρο άλλης. 


6. Δίδεται η παρακάτω πρόταση: «Αν α, και ῥ, συγκλίνουσες ακολουθίες, 
τότε (ἶπια, τ- πα β,) «5 (Πππ|α, - βι|--0)». 
1) Να αποδειχθεί 


2) Να εξετασθεί εάν ισχύει η κατεύθυνση (-») και για ακολουθίες που τείνουν 


σε άπειρα όρια. Επίσης αν ισχύει η κατεύθυνση («-) για κάθε ακολουθία. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) (3) Εάν α, -»ακαι β, -»α, τότε νε » 0, άρα και για ο) 0 θα 


317} 5- Πρ ϱ 


Επίσης, θα 3 η, -- ΙΗ '16,- αἴξ ση Σπ) (2). 


α, ανα ην (Ὁ) 


οπότε αν θέσουμε πρ -- ΠΙ8Χ ζρ ; πο }, τότε οι (1) και (2) θα ισχύουν ταυτοχρόνως 
για κάθε 12 πρ. 
Με πρόσθετη τῶν (1) και (2) κατά μέλη και µε χρησιμοποίηση ιδιοτήτων των 


απολύτων, έχω: 


ε ε 
----ε,ΎπΣπρ. 


0 ἑ|α, -βι]τ]α, -α)-{β, "αλα, -α1|6, -αἷς 2 


Δηλαδή (α, - β,) --»0 και|α, -β, |-»0. 
(:) Εάν |α, -- β, |-» 0, και έστω α ε Ὦ το όριο της α, θα δείξω ότι α ε Ὦ είναι και 
το όριο της β,. Ισχύει 


0: β, -ᾱ; |; -α[βι -α-τα, -α, Ξἰ(β, -α;) -(α, -α)] 


3 

«6, -ᾱμ |Ἔ]ᾶ. -α) Τ 
Όπως και στην απόδειξη της (3) νε» 0, άρα και για ᾽ Σ0 υπάρχουν δείκτες και 
τελικώς δείκτης πῃ, για τον οποίον 

ὃ- «- 
-α,|{-|α, -αἰ-----εσηδπῃ. 
|β, Π | | Π | 2 2 0 

Δηλαδή, από (3) 0Ξ|β, --αἰ(ε πρ, απ᾿ όπου συνεπάγεται ότι β, -»α. 


2) (52) Αν α, --π᾽ -» 1ο0 και β, --η-»1ο0, ενώ 


αν μι 


[μή -π|-»--οο--0 


(Ξ:) Αν α, -(-1᾽ :Ἴ β, -(-0᾽, τότε - - -» 0, ενώ οὗτεη α,, ούτε 
Ἰ 


1 


αι αμ, 


η ϱ, συγκλίνουν. 


7. Είναι γνωστό ότι ισχύει η πρόταση: «Κάθε μονότονη και φραγµένη 
ακολουθία συγκλίνει». 
Να εξετασθεί αν ισχύει και η πρόταση: 


«Κάθε μονότονη και φραγμένη ακολουθία στοιχείων του 9), συγκλίνει στο 9)». 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Λεν ισχύει, διότι η ακολουθία που ορίζεται µε αναδροµικό τύπο 


; 14 η) είναι ακολουθία θετικών ρητών, γνησίως μονότονη, 
πε 
2 


φραγµένη και συγκλίνει στον δε . Πράγματι, 


ο Είναι ακολουθία θετικών όρων, διότι αι-2320 και αν υποθέσουμε ότι 


ας Σ0,τότε και -- Σ 0, τότε και Ξ . ΄- .. 2) » 0, δηλαδή αιιι 20. 
α 


α 


κ κ 


Επομένως, µε βάση της αρχής της Μαθηματικής Επαγωγής α͵)θ,ΝΠΕΝ 


2 
ο Ομοίως αι Ξ2 ρητόςκαιαν α. ρητός, τότε και Ξ α, Ἔ--- | ρητός, δηλαδή α 
1 κ 5 κ α κε 


ρητός. 
Επομένως, πάλι από την Αρχή της Μαθηματικής Επαγωγής α, ρητός Ὁ πε 


π 
αι π 


| : Ι 2 2-α", 
ο Γιατομονότονο εξετάζω την διαφορά α,, -ᾱ, --π|ά, ---]-α,- : 


Παρατηρώ, ότι το πρόσημο της διαφοράς α,.,ι -ᾱ, εξαρτάται από το πρόσημο 


της διαφοράς 2--α”, (διότι ήδη δείξαµε ότι α,)0 άρα και 2α,)0 ν πεΝ). 


Έτσι: 
1 2 1 4 1 21 
2 ος ο -1-ῃαε-ε]--|α,-α) «0 
αι 4 αι αι 
Δηλαδή, α”,, Σ2 και αφού α) - 20, έχω αἲ. Ξ2ΝΠΕΝ. 


Δηλαδή, 2--α7 «0 πε Ν και έτσι α,, -α, «0. 

Δηλαδή η α, είναι φθίνουσα. 

Ταυτοχρόνως δείξαµε, ότι είναι κάτω φραγµένη από το 2, άρα συγκλίνει σε 
κάποιον πραγµατικό αριθµό χε Ὦ και μάλιστα χ 0. 

Επειδή Ίππα,, μπα, -χαπό την αναδρομική σχέση, µε τις επιτρεπτές 
πράξεις των ορίων, έχω την εξίσωση: χ - τι. «- 3) από όπου έχω χ- 42. 


χ 


ΣΧΟΛΙΟ 1: Τα παραπάνω αποδεικνύουν την ὕπαρξη του ΠΟ 
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ΣΧΟΔΙΟ 2 Το παράδειγμα γενικεύεται, για α»-θ και ᾖῥ20 θέτουμε 


1 1 
α-ἠ[βεα) και αι ο ν η. Τότε έχω ότι α, -»α, ενώ η 


σύγκλιση αυτής της ακολουθίας είναι µια ειδική περίπτωση προσέγγισης ρίζας της 


μεθόδου Νεψίοη. 


8. Η πρόταση (1πςΠν στις ακολουθίες λέει ότι «Αν α, -»Ε Κ τότε και 


αι Έα} Ε....1-α 


--»αεὍ». 
πω 


Αποδεικνύεται ότι ισχύει και το αντίστροφο της προτάσεως υπό την πρόσθετη 
προὐπόθεση της μονοτονίας της α,. 
Μπορεί να αποδειχθεί η µη ισχύς αντιστρόφου της προτάσεως (ἠπςΏν µε 


κατάλληλο αντιπαράδειγµμα; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αρκεί να βρούμε µια µη συγκλίνουσα ακολουθία α,, και για την 


αι Έα» 1....α, 


οποία να ισχύει »αεὶς. 


᾿ α αν Ἡ περιττός : ' ᾿ 
Ορίζουμε: α, - ᾿ η οποία δεν είναι συγκλίνουσα. 
αι αν π άρτιος 


αι 1 α2 Ε...3-ᾱ, 


Όμως β, - Ἔ 


Διακρίνω τις περιπτώσεις: 


(Ὁ  ΠΞ2κ. τότε: 


β.. ατα). Τα τα 1) - κα γκία |) - 2211 μα. νοδ 1. 
2 2κ 2 2 2 
(1) πΞ2κ-1. τότε: 
: αί(ατ])Έ...Γατ(ατ] γα κατκί(ατιγα 2κανγκτα 
δν 2κ 15] 2κ 15] 2κ 15] 
α(2κ ΕΠ -Κ Κ 1 1 1 
κ.α ο Ξα -α- »α-- Ξατ--. 
2κ 11 2κ 11 21. 2-40 2 
ια 
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Ἔ6υ ἙμωἘ 1 
Δηλαδή, ο ΤῸ γα" ο” ενώ η α, δεν συγκλίνει. 
Ἰ 


9. Είναι γνωστό ότι αληθεύει η πρόταση : «Για κάθε φραγµένη ακολουθία 


αγει 
Ω͂ 


ν' ν' ; τ - (4 : 1 σα. Ἡ ος 
θετικών αριθμών (α,) ισχύει, ότι [ἴπι -----« Πα « πος κα ιν, 
ᾱ 


1 1 


Από αυτή την πρόταση, ὡς πόρισμα, συνάγεται άµεσα ότι αν α, ακολουθία 


ει 


Ι 
όρων, µε [πα --ᾱ, τότε και προς τω. 


Π 


Ισχύει το αντίστροφο αυτού του πορίσµατος; 


“ἡ Φισῃ ͵ 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η α, -257”” - Ϊ . αν Ἡ άρτιος | 


2--”,. αν η περιττός 


λ ] 1 τι 
είναι αντιπαράδειγµα ακολουθίας για την οποία έχω [π| αὖ Ξ ; ενώ το 1π|--“- 


αμ 


δεν υπάρχει. 


1 
Πράγματι: αὖ Ξτία, 
Αν ΠΞ- 2, τότε Ἅαοι ρα Ξ2κ Ξ Ξ ορ » Ξ 1Ξ ᾽ 
δν. 9, 2 


ο Ανή-2μμ, τότε Ίκη[α,, ΕΞ 2 ον -2κ] ο Ξ- ο Ν Ξ Ξ -» 5 
1 
Άρα αν κ; 


ΠΕ] 


ν α ο 
Όμως για την ----- έχω: 
α 


1 


ο Ανπ-2κ,τότε η υπακολουθία 


(-125|.2κ.1 2κ--2 
ἄρα 2 - 2 


6) 


1 
- σπορ Ξ2 --- 
2001 -2κ αλ. 8 


ο Αν /Ξ2κ-1]. τότεη υπακολουθία 


- α-2κ-22κ-ι κ Ὁ Β -- 1 


κ 
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(12512 2κ..2 2κ-1 
ἄρα 2 2 


-- α-1κ-!-2κ12 -- 2ἱ -ἢ 2 -» 2 | 


ροκ ο... η-2κΕ2 
νη: ὉΠ, τῷ 


αι αι 8 αι 


Δηλαδή, 3 το [1π1 αι [ον ώμος 1 ἘΠ ο) 


π αν Π άρτιος 


10. Να δειχθεί, ότι ακολουθία α, - | 5 
-π αν η περιττός 


| είναι παράδειγµα 


μη φραγμένης ακολουθίας, η οποία δεν έχει καμία συγκλίνουσα υπακολουθία. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
Πράγματι, η α, είναι µη φραγμένη, διότι αν Μ ένα άνω φράγμα της, τότε υπάρχει 
φυσικός π: Ἡ» Μ και αν Π άρτιος τότε α, --Ἡ Μ άτοπο, ενώ αν Ἡ περιττός εἰ 
άρτιοςκαι α,,Ι -π--1» Μ άτοπο. Ομοίως η α, δεν είναι κάτω φραγµένη. 
Άρα, η α, δεν είναι άνω ούτε κάτω φραγµένη, άρα είναι µη φραγμένη. 
Επίσης, δεν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, διότι εάν υπήρχε µία τέτοια, τότε 
αι, ΣΚ. 
Ως συγκλίνουσα θα είναι και φραγμένη, άρα και απολύτως φραγµένη άρα 3φ20: 
|α, κά σημ . (1) 
Αλλά για κάθε πραγµατικό, άρα και για τον φ, υπάρχει φυσικός Ἡ μεγαλύτερός του. 
Δηλαδή 3πδε :;»φ. Επίσης υπάρχει ὤ, »” διότι η Ὁ, είναι αύξουσα 
ακολουθία δεικτών και άρα µη άνω φραγµένη. Δηλαδή 
Όι »Φ. (2) 
Οπότε, αν (/, άρτιος ή περιττός 
| πο Ξ ος 2 φ . (3) 


Επομένως, η α, δὲν έχει συγκλίνουσα υπακολουθία. 


π αν π-Ώκ 
11. Να δειχθεί ότι η ακολουθία α;,-ἠ Ι αν π-Ώκη]}κε είναι 


-. αν ΠΞ2κ-2 


παράδειγμα μη φραγμένης ακολουθίας η οποία έχει συγκλίνουσα 


υπακολουθία. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
Με εις άτοπον απαγωγή µπορεί όπως και προηγουμένως να αποδειχθεί το µη 
φραγμένο της ακολουθίας, η οποία επίσης έχει υπακολουθία συγκλίνουσα τῶν 


αι] -»], κε 


12. Να αποδείξετε, ότι στο κάθε φραγμένη ακολουθία, δεν έχει κατ᾽ ανάγκη 


συγκλίνουσα υπακολουθία 


1 ι 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την ακολουθία α, - [ .. 1) Ι 
Ἰ 


ο Είναι ακολουθία ρητών, διότιπροφανώςα,ε νε 
ο Είναι ακολουθία θετικών, διότιπροφανώςα, 20 νε 


ο Είναι γνησίως αύξουσα, διότι 


π(π 12) }' 1 ο μα, 1 

- 2 . τε: Ξ- ο ση . τα ---- 
(1-1) η ΕΙ π΄ «2-1 ΓΣ 
ππκτα ο. Σ ασ. 
(π-ε 1) Ἡ -Ε | / Ανισώτητα (π-ε 1) π-Εἰ 


Βογποιι[Πἱ 


2... -- 
ή 1 [1] [1] ως: τ [1] 
η (11 (11) (3-1 
2 νον ὑρΝν 
. 2] --Π΄ --ᾗ 1 51. Άρααμιδα, ὕπε 


(1:-1}᾽ ᾽ (3:-1}᾽ 


1 π-ΕΙ 
ο Πα, εἰναι φραγμένη. Πράγματι, αν θεωρήσουμε την ακολουθία ῥ, - ί «- Ἴ 
η 


είναι και αυτή ακολουθία θετικών όρων και αν θεωρήσω τον λόγο 
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5 
η πε 
β, - 7 ἡ 1 ω 15] 
- -2 1η ᾿ Ξ 


ης 2η Ἠ -- 2 Ανισότητα 
Βοτποι]ῇ 


1 ω ω 15] 1 15] 
Γ-(1-1): . άσε : -|]η-----] -1. 
η’ 12π) π-2 η΄ {2η 4-51] 52 π151) π32 


Δηλαδή ὂ, »β, πε «Δηλαδή η ῥ, είναι γνησίως φθίνουσα. 
Όμος, προφανώς α, «β, νε 
Έτσι αι-λτα»τα.-..τα,-..ςβ.ε-β,ι-τ..-βι-4 


ή 2Κα,-«4 Υηε 


Έτσι, η α, είναι φραγµένη και γνησίως μονότονη. Επομένως έχει μοναδικό 


οριακό αριθµό στο 9, δηλαδή συγκλίνει στο Ο. 


Γνωρίζουμε ότι α, -εἑε καὶ κάθε υπακολουθία της (επειδή είναι γνησίως 


μονότονη) θα συγκλίνει κι’ αυτή στο ος . Δηλαδή όλες οι υπακολουθίες της 


α, εἰναι ακολουθίες ρητών, και όλες συγκλίνουν στο 66 


; ; Ι : 
13. «Αν για µια ακολουθία α, ισχύει |α,,Ι -α, Ἔ σπε . Τότεη α, 


συγκλίνει». Είναι αληθής η πρόταση; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι. Ως αντιπαράδειγµα έχουµε την ακολουθία (αρμονική σειρά) 


Γι μον ον 
αι, Έτ Ἔν τι Γι αυτή ισχύει: 
ο η 
[ο Ες αλ - 1 ] Ε-οο ΕΞ : Ξ ; ες πε 
2 π πη] 2 π [3151 πη] η 
Όμως, η α, δεν είναι συγκλίνουσα: 
Πράγματι, ισχύει: 
1 1 1 1 1 1 1 1 
[αυ, -ᾱ, [5 ο. Σ ο... Ξ 
πη] π12 η πὶ 21 2π 2η 2η 
Δηλαδή 
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| Ολη ΠΚ 


1 
α ὸ νηε ή |α 
ΠΩΣ ή | 


τα; 


5- για ν-κπε 


Η τελευταία σχέση όµως είναι άρνηση της συνθήκης σύγκλισης κατά ΟαΠςΏγ για 


εξ 5 - Επομένως η α, δεν συγκλίνει. 


14. Δίνεται η πρόταση: «Αν 


"π1 (Θα; -ᾱγ)Ξθ, πρε , 
Ἡ--»-Γοο 


για μια ακολουθία 


ισχύει 


τότε η ακολουθία α, είναι συγκλίνουσα». Αν είναι αληθής να αποδειχθεί, αν όχι 


να δοθεί αντιπαράδειγµα 


Γι 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμε και πάλι την αρμονική ακολουθία α, --1-:- 5 - π ο... 


1 
Π 


15. Θεωρείται γνωστή η ισχύς της προτάσεως: «Αν α, -»αςΕ9--{0; τότε η 


α 
β,--"--»]». 


ση 


Γιατί είναι αναγκαία η ισχύς της υποθέσεως αεο- (0); 


τροποποιηθεί κατάλληλα ώστε να συμπεριλαμβάνει και τις μηδενικές 


ακολουθίες; 


Μπορεί να 


η οποία δεν συγκλίνει όπως είδαμε προηγουμένως. 


Όμως, 
1 1 1 
[η 6, Ξ Ἔ κά ο »0. 
; πΠ11] π12 π πρ ΠΕ] 
Άρα και |α,,,, --ᾱν |-»0. 
πλαν 
Ω͂ ͵ ΩΣ Π -ἕ σα 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν α, ----»0, (α--0) τότε ------ ----- 
Ἰ } α ΠΕ] 
η 


Αλλά: 


122 


ᾱ ἃ Αα πη 3 
9 Αν α,(-1” --- η 0 τότε ΠΗ͂... ΠΕΙ ᾿ - ΝΤ 
τ 6, εθας 1-1 ΠΝ 
1 
αἱ Αν α, ------»0, ὥ και κο. 
α” α, α α 


τ. αν 3 ἁρτιος 
ο Άνα,- {2 (αβ --0) τότε α, -»0 και 
--. αν π περιττός 


33 
β 
ΠΕ] ώ 
3 (5) ΚΤ αν Π άρτιος 
α 3 α 
β, εἵπη .} 2 η οποία δεν εἰναι 
αι α 
κ. τσ (5) αν Π περιττό 
37 
2η 3β 
συγκλίνουσα, αφού η υπακολουθία της ῥ», -5) ----λ0-3-0 και η 
α 


2π151 

υπακολουθία της 2, - τμ) -»Ἔοο (ανάλογα µε το πρόσημο του 7» 
Από το πρώτο παράδειγµα και από τα υπόλοιπα τρία αντιπαραδείγµατα, 
παρατηρώ ότι υπάρχουν μηδενικές για τις οποίες ισχύει το συμπέρασμα και 
μηδενικές για τις οποίες δεν ισχύει. 

Πριν κάνουμε οποιαδήποτε εικασία, ας κάνουμε την απόδειξη της πρότασης για να 

δούμε το αναγκαίο του α-θ. 

Έχουμε λοιπόν: 


νε»ο0, Ππ-πρ(ε)ἠα, -αἰςε σπσπρ. (η) 


Επίσης από την (1), προφανώς ισχύει 


[αμι-αικεν ηΣπρῃ πρ Ε1Σπρ. (2) 
Επίσης: 
η |- Μπ.” - (αμιι--α) τ(α-- αι) εαμι- αγ]αι--ᾱ (3) 
αι αι αι [αι | 
α Ρ Ρ Ρ ͵ 
η(Ί)για εΞ [αι » 0 (εδώ αναγκαστικά υποθέτουμε αφ 0) δίνει 
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-αἰ-ἰαὶ Ξ . αἲ 
α. -αἰς σα, | [α|-«|α, αἰς 
Ὁ 2 
[α| ια] 
-- «|α, |-|αἰκ 
», : 
- 5. α, κ... που ισχύει σπ»πρ. (4) 
Η (3) λόγω τῶν (1). (2). (4) δίνει 
ἱαμιι-α]Ἔ]α,--αἱ ος, (α-θ). (5) 
[αι | Ια] [αἱ 
2 


κα 


Συνεπώς, οι (1) και (2) που ισχύουν νε» 0, θα ισχύσουν και για τον ε20. Τότεη 


[αμιι-α ια, -ᾱι ση 1 


(5) θα γινόταν «εή τελικά «ε νε»0 και για κάθε 


[αι | [1 


Ἡ 5 Π’ Ξ πιαχ{ Πρ, πρ}. Δηλαδή σα ον 1, και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 
αι 
Από την απόδειξη, φαίνεται ότι πρέπει να υποθέσω α-θ αναγκαστικά. Παρόλα 


ταύτα, το αν υπάρχει επιπρόσθετη προῦπόθεση για µια μηδενική έτσι ώστε να 


ισχύει το συμπέρασμα, παραμένει ὡς ερώτημα ανοικτό. 


16. Δίνεται η πρόταση 


«Ανα, 20 Υῃπε καια, -»α»Ο,τότε π/α, -»1». 


1)Να αποδειχθεί 


2)Να εξετασθεί τι συμβαίνει αν α, -»0. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Αφού α, -»λα, τότε ν ε2Σ0, άρα και για ε- - 20. υπάρχει 
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α Ά]α 
ον ο 


Ξ» νη » πρ 


-ῃ5 ΕΠ μα ή, (α, 20, α 20) 
α 34 
. (1) 


Αλλά 3 5 -»21, 5 - -»ἶ και από την (1) µε βάση το θεώρημα των 
ισοσυγκλινουσών ακολουθιών, έχω και ότι π/α, -»1. 


2) δ) μα δα ο ος σπε ία, η τν να». 
α α α, α α 


1 πι 


ππ. αν Ἡ ἁρτιος 
ο Ανα Ξ ς τότε α, -»0 και 
αρ αν η περιττός 


1 
- αν π άρτιος 
πα, - Ἶ «Δηλαδή η πα, δεν συγκλίνει. 
3 αν Ἡ περιττός 
Επίσης αν αι - (α»0) τότε α,»0 πε, α͵-θ και 
[6 


πα 1 
πα, ἩΓΕ] (αφού πα -»] να εἰς και δη -»1). 
1 


Γενικά όταν α, -»0 και α, 20 πε , δὲν μπορούμε να αποφανθούµε για τη 


σύγκλιση της π/α, . 


17. Για τα άνω και κάτω όρια δύο ακολουθιών α, και ῥ, είναι γνωστό ότι ισχύει 


γενικά η παρακάτω σχέση: 


ἴπια, -- Ππαβ, «Ἠπι(α, -- β,) κ ἰπι(α, -- β,) ἕ ἴπια, --{πιβ,. 


Να δοθεί παράδειγµα ακολουθιών για τις οποίες να ισχύει η παρακάτω σχέση 


πια, -- παβ,, «-Ἠπι(α, 1- β)) «πια, 1-1ἰπιβ, «Ππιία, --β,) «πια, -- ἴπιβ, 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν 


0 αν π-4 2 αν π-4 
αν π-Ακἠ] ΙΓ αν π-Αάκ!-1|., 
Ξ » β.- τότε 
2 αν π-4Αάκ-2 1 αν πξόάκ--2 
1 αν π-4κἠ3 0Ο αν π-4κἠ3 


πια, -0, ἴπια, -2, Ιππβ, -0, Ππιβ, -2, πα, -β,)-1. πια, -β))-3. 


Τότεη (1) γίνετα: θ«1«2«32«4. 


14.ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΩΝ ΑΚΟΛΟΥΘΙΩ͂Ν 


Α.ΜΗΔΕΝΙΚΕΣ ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ: 


1. 


Μια µεγάλη οικογένεια είναι ακολουθίες της µορφής α, - Ρ - όπου ρ(η), 
1 
2 -- 
α(π) πολυώνυμα του η µε ἆδσ ρ(π) «ἀεσαίπ). Π.χ. α, - στη -»0. 
-ν 


Όπως και το προηγούμενο, αλλά αντί για πολυώνυµα να έχω παραστάσεις µε 
ριζικά οιασδήποτε τάξεως όπου πλέον ο «βαθμός» έκαστης παράστασης ορίζεται 
ως κατάλληλος λόγος του µεγιστοβαθµίου όρου δια της τάξεως της ρίζας, όπως 


έχω παρακάτω 


- ἵ11ν}νΖ μ3/ν 15 
' {ν» -ν7 ον. -Ὁ 


π.χ. α »0. διότι ο «βαθμός» της παραστάσεως του 


αριθμητή είναι το ΣΙ -Ξ - - πα) - ο Πρέπει να λαμβάνεται 
54) 4 642) 6 

πρόνοια, ώστε οι παραστάσεις να έχουν τελικά νόημα, εφόσον µας ενδιαφέρει η 

σύγκλιση. 

3. Με εκμετάλλευση της πρότασης «φραγμένη επί μηδενική µας δίνει μηδενική 


ακολουθία» 


1 
Π.χ. αι, -- ανη-»0. 
1 
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4. Εκμετάλλευση της πρότασης, ότι «Εάν α, -»0 και ισχύει |Ρ, κα, |, 


νη σπῃ, κ»0,τότε ῥ, -»0 


ή 


1 


1 


1 


«1. -»0. 


Π.χ.1- νι 
1 


»0. Άρα 


ΑΚΟΛΟΥΘΙΕΣ ΣΥΓΚΛΙΝΟΥΣΕΣΣΕ αεοή ο 


«Ανα, - Ρ(3) µε ρίι), α(π) πολυώνυμα του ν και ἄες ρ(η) -- ἀεραί(π) τότεη α, 
ᾳ 


(1) 


συγκλίνει στον λόγο σπ. όπου Ρ, ο συντελεστής του µεγιστοβαθµίου όρου του 
ση 


Ρ(1) και 4, ο αντίστοιχος τοῦ α(π). 
« Γενίκευση του προηγούμενου και σε λόγο παραστάσεων µε ριζική όπως και στο 


. Εκμετάλλευση τῶν επιτρεπτών πράξεων σύγκλισης μεταξύ ακολουθιών π.χ. 
1 
α,-»-»5. β, --- 0, δα αι -β.-51--}510. 
1 1 


« Από ακολουθία µε γνωστό πεπερασμένο όριο, κατασκευάζω άλλες µε το ίδιο όριο, 
µε την βοήθεια του αριθμητικού, γεωμετρικού και αρμονικού μέσου. 
Συγκεκριµένα, μπορούν να αποδειχθούν τα εξής: 


κας; αι τα. τ... τα 
ο Ανα, -»αεϊατότε β, ------- --λα 
1 


ο Ανα,Σλθκαια, -»αε,τότε γ, -π|αια»...α. -»α 


ο Ἂν α, λα ες (0), τότε ὃ, --- η Γ λα 
-Ἓ-----...ἠ- 


αι 9; α 


π 
« Ειδικές περιπτώσεις, γενικών περιπτώσεων σύγκλισης: 
α) Αν |αἰκ],τότε α" -»0 
β) Αν α»], τότε α" - ο0 


γ) Αν α»0, τότε α''" -»] (διαφοροποιείται η απόδειξη όταν Ο-«α«1 και 


όταν α 21. ενώ για α-- προφανές) 


δ) [πὶ π/α7 αλ ...ξα. -πιαχ(αι;α».....α.}, αοο» 0 
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ε) Ανα, -π-α". ]α]κ], τότε α, -»0 
στ) Αν αρ Γαι -...Ί-α, -0, τότεη 


αι --(αρνή --αι ΠΕΙ ΓΕ... Ἔαινητκ)-»0 


2 


κ--α ; 
Ὁ Αναι͵»0,αἶ»κκαια,, Ξ-α, ”. κ»0,τότε α, -»ψκ 


ση 


κ Ρ ͵ ο. 
η) Αν αι »0, κΣαί ται και αι τ. τότε η α, συγκλίνει στη θετική ρίζα 
τα 


π 


της εξίσωσης α΄ «κ-κ-θ 


πι--] τ 5 
ϐ) Αν α.-θ,β»θῃπε , ”»2 και αμμτΈ - ο τότε 


αι -»"β 


ὸ α, η ρια" Ἔ θοαρ Ἑ... Ἔβκας -ὃπιαχίαι,α2...,.ακ]. όπου ϱρ20,α:20, 


ΓΞ Ί(1)κ 
ιαλΑνα, -»αεἴβ-{0]. τότε β, ΣΙ 
6ι 
ί)Ανκ2θ.αι- νκ., και αμ νκ-τα,τότεη α, συγκλίνει στη θετική ρίζα 
της εξίσωσης α΄ --χ--κ--0 
ιγ) Εκμετάλλευση της προτάσεως: «Αν η α, συγκλίνει, τότε κάθε υπακολουθία 


της αι, συγκλίνει στο ίδιο όριο» 


ο Ανα, -»α»Σ0 τότε π/α, -»1] 


Γ.ΦΡΑΓΜΕΝΕΣ ΑΚΟΛΟΥΟΙΕΣ 
1) Εκμετάλλευση της πρότασης ότι «Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι φραγμένη» 
2) Ειδικές περιπτώσεις γενικών παραδειγμάτων φραγμένων: 

α) Αν κ, εἰς, ἱ--0(}}, α΄) µηδενικές ακολουθίες, τότε η ακολουθία 


κοτγαΐ), αν π-ρλ 


α, Ξ κι -ας), αν π-ρλη] είναι (βλέπε και ........... ) μη 


συγκλίνουσα φραγμένη και επιπλέον έχει } το πλήθος συγκλίνουσες 


υπακολουθίες σύμφωνα µε τον κατά κλάδο ορισµό τους. 
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β) Η ακολουθία α, Ξ μ:οὈς [() - λ5η οίπ), µε μ.} εὉ και Γ,σ συναρτήσεις 
του π είναι φραγμένη, αφού ισχύει [αι] μ]|-ε[λ|. 
γ) Το προηγούμενο γενικευµένο παράδειγµα, αλλά στην θέση των Λ.µ να μποῦν 
ακολουθίες ῥ,, γι που να συγκλίνουν ή να είναι φραγμένες. 
3) Κάθε φραγμένη συνάρτηση µε πεδίο ορισμού το Ὦ ή Ὁ µε κατάλληλη 
περιορισμό στο ;, δίνει φραγμένη ακολουθία. 
4) Κάθε ακολουθία θετικών όρων είναι κάτω φραγμένη από το 0. 
5) Κάθε ακολουθία αρνητικών όρων είναι άνω φραγμένη από το 0. 
6)Ανα, «β, νπε και ῥ, φραγμένη, τότε α, προφανώς φραγμένη. 
7) Αν α, φραγμένη, τότεκαιη ῥ, -λ}-α,, λε Ὦ είναι φραγμένη. 
8) Αν α, -λαε Ὦ-{0]} και έχει τελικά οµόσηµους όρους, τότε η ῥ, -(-1)"αᾱ, 


δεν συγκλίνει κι’ είναι φραγμένη. 
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2. ΣΕΙΡΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 


2.1.ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙ ΑΠΟΚΛΙΣΗ ΣΕΙΡΩΝ 


Ἱ Σειρά Σο αι 


ὋὋςὋὋῊΉ.:ὉωνΘ»ννησηνσηνννονννης Με! 


ο .- 


πα αι ᾱ 0 ἡ δεν ο υπάρχει 
η’ ήω 


ο ο ΤΟΣ; 


Μη συγκλίνουσα σειρά 


π.χ. Σω 7 
Π-ἰ 


ος [-1}' 
τα, . οθςας] 
Π-- 


σ10 --σο 


| 
| 4 ἃ 5155 
ἶ 
| 
ἱ 
ἱ 


Ὕπνον πφιῥήόναν 


Αλ ἡ σειρά 


Ταξινόμηση τῶν σειρών ὡς προς την σύγκλιση. 


| 
ον. | 
{ 
| 
| 


π.χ. δι--- 


μπι, ακθ 


αν Σο ὴ--- | 


“ἐνιέονἠλιθθθν-. ἈνηθνάήμόἍἮνόνς μθθθὂθνιθόθηἯὃ νά Ἀόῥλιλνό, 


οο 
1. Δίνεται η πρόταση: “Ανη Σα, συγκλίνει, τότε α, -»0 
η-0 


1) Να αποδειχθεί 


2) Να δειχθεί µε κατάλληλο αντιπαράδειγµα ότι δεν ισχύει το αντίστροφο. 


3) Να εξηγηθεί η χρησιμότητα της πρότασης Ὡς κριτηρίου σύγκλισης. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Αν η Σα, συγκλίνει, τότε η 5, συγκλίνει και 3 το 


η-] 


[πὶ ο. Όμως 


Π-»Γοο 
αι Ξδῃ- ὃμι 95 πια, -1π5, --πιδι95 πια, Ξ0-050. 
; Ην μὰ . 1 Ρ ; 
2) Αν θεωρήσω τη σειρά Σ--- . τότε ναι μεν πας , αλλά αυτή δεν 
ηΞΙ 9 1 


συγκλίνει, διότι: 
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«ΩΝ 
Επομένως, δ, » 9η -» 100. Άρα και 5, -» 100. Ληλαδή η »--- αποκλίνει. 
ΠΕΝ 1 


3) Η συνθήκη “α, -»0” για την σύγκλιση της σειράς Σ-α, είναι αναγκαία, 
η-0 
αλλά όχι ικανή. Εάν ήταν αναγκαία και ικανή (ίσχυε δηλαδή και το 
αντίστροφο) θα είχαμε ένα θαυμάσιο και ασφαλές κριτήριο σύγκλισης. Όμως 
και τώρα, µε την αναγκαία συνθήκη «α, -»0 εξασφαλίζουμε ότι “αν 
α, -»αε Ώ -ἰ0) τότε η Σα, αποκλίνει». Έτσι βλέπουμε ότι λειτουργεί ὡς 
η-0 

ισχυρότατο κριτήριο απόκλισης δεδομένου ότι η κλάση τῶν μηδενικών 
ακολουθιών είναι µια ελάχιστη κλάση ακολουθιών. 

Επίσης εδώ καθίσταται φανερή η σημασία τῶν μηδενικών ακολουθιών και η 
έμφαση που δίνεται στη μελέτη τους, μιας και έχουν ρόλο θεμελιώδους 
σημασίας στην μελέτη σύγκλισης των σειρών. Ως τελική παρατήρηση, 
συνοψίζοντας, μπορούμε να πούμε ότι οι συγκλίνουσες σειρές είναι απίστευτα 


«λίγες» αφού αυτές είναι «κάποιες, για τις οποίες ισχύει α, -» 0». 


οο 
2. Δίνεται η πρόταση: «Αν η Σα, συγκλίνει, τότε η ακολουθία 5, είναι 
η-0 


φραγμένη» 
1) Να αποδειχθεί 


2) Να εξεταστεί αν ισχύει το αντίστροφο. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Αν η Σα, συγκλίνει, τότε η 5, συγκλίνει. Επειδή όµως 
η-0 


κάθε συγκλίνουσα είναι φραγμένη, τότε και η 5, είναι φραγμένη, ὁ.έ.δ. 


2) Το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά. 
Ως αντιπαράδειγµα χρησιμοποιούμε την Σ(-1”. Αυτή έχει δ) -Ξ1, 
η-0 


0 αν π-2Κ1] 
δ.Ξ 5 ται -1{(-1)-0,. Δηλαδή τελικά έχω: δ, - 


Ι αν Π-2Κκ 


που δεν συγκλίνει, αλλά είναι φραγμένη, διότιθς«5δ,«Ι νπεὸ. 
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0ο οο 
3, Αν η σειρά Σα, συγκλίνει και για την σειρά 2, ισχύει β, σαι. 
η-0 η-0 


νπεὸ,τότεθα συγκλίνειη Σ β,; 
1-0 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως:Για παράδειγμα: 


Ἔιε οὐ ερ Ν ΠΕΝ 


ο0 ο0 οο οο 1 
Η Σα, 205Ξ0,συγκλίνει καιη ΣΡ, - Ἡ- Ἴ -- --οο αποκλίνει. 
πΞΘ 1 


η-0 η-0 η-0 


οο 
Γενικά για να συγκλίνει η σειρά ΣΡ, θα πρέπει επιπροσθέτως να ισχύει 
η-0 


Ος ῥ, ζα,, όπως απαιτεί το κριτήριο συγκρίσεως σειρών. 


ο0 0ο 
4. Αν η σειρά Σα, συγκλίνει και για την 2, ισχύει 
πςθ η-0 


οο 
|β,/|ἑ|α, | ν πεὸ,τότεθα συγκλίνειη Σ β,; 
η-0 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως. 


ορ 1 --- 
α.χ. Σα, -Σ(-1”.--, η οποία συγκλίνει βάσει του κριτηρίου ΓοἰῬηϊΖ 
πςθ |] 


1 
ΣΡ, Ξ -- η οποία ὡς γνωστόν δεν συγκλίνει και |--| ς 


η-0 1 


- οὐ” Ψ ΠΕΝ. 
η Ἰ 


Γενικά για να συγκλίνει η ΣΡ, ισχύει η παρατήρηση στο προηγούμενο 
η-0 


αντιπαράδειγµα. 


0ο 0ο 
5. Ισχύει η πρόταση: «Αν οι σειρές Σα, και 5 ῥ, συγκλίνουν, τότε και 
η-0 η-0 


η Σία, δι) συγκλίνει και μάλιστα Σα, Ἔβι)Ξ Σα, ἝἜ Σ β»». 
πΞΘ πΞθ η-0 πΞΘ 


Με κατάλληλο αντιπαράδειγµα να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει η 


αντίστροφη πρόταση. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η βασική αντίστροφη πρόταση είναι ότι «Αν η σειρά 


οο 0ο οο 
Σία, Γβ) συγκλίνει, τότε και οι σειρές 2:α, και 2:14, συγκλίνουν. 
η-0 η-0 η-0 


Αντιπαράδειγµα αποτελούν οι σειρές Σ(-1)’, Σ(-1”' οι οποίες δεν 
η-0 η-0 


συγκλίνουν, όµως η σειρά Σ{ί-1)" «(0 ]- Σ(Θ0’1-9-Σ0Ο-0-»0 
η-0 η-0 η-0 


δηλαδή δεν συγκλίνει. 


6. Είναι γνωστή η ισχύς της πρότασης: «Αν η ΣΙ αι, | συγκλίνει τότε και η 
η-0 


οο 
Σα, συγκλίνει». 
η-0 


Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει το αντίστροφο. 


οο 1 ο0 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω Σ(-1)”'.--. Είναι της µορφής Σ(-1)’ -α,. όπου 
ηΞΙ 


Ξ [έ) ηΞΙ 


Σύμφωνα να το κριτήριο του ΓοϊΌπ1Ζ για εναλλάσσουσες σειρές, η α, Ξ-- είναι 
η 


ὡς 1 
μηδενική και φθίνουσα ακολουθία θετικών όρων, και άρα η Σ(-1)"" --- 
η-] 


1 
Π 


ΕΘ ; είναι γνωστό (Β.Ι.3.]13) ότι αποκλίνει. 


ηΞΙ 


( πα, . 


συγκλίνει. Όμως η Σ 
ηΞΙ 


Σχόλιο: Αποδεικνύεται ότι Σ(-1) 


ηΞΙ 


ο -- 1ος -. 0,6932. 
Ί 2 


7. Με ένα κατάλληλο παράδειγµα να δειχθεί, ότι το κριτήριο ρίζας του 


(αἱ6ἨΥ είναι ισχυρότερο από το κριτήριο πηλίκων του ΡΓ᾽)ΑΙερογί. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Βλέπε το Β.Ι.2.9 


Εκεί έχουμε: α, Ξ- 2/3", οπότε αν θεωρήσω την σειρά 2230”. έχω: 


ηΞΙ 


ΠΕ 1 ας Π ΠΤ “5 Π η ; 
α) {πιπ|α, Ξ Τ᾽ «Ιάραη Σ|25) -"|-. Φ.2{-} -» συγκλίνει. 
ηΞΙ ηΞΙ 
προ, [/ ΥΠ 5 [/ ΥΠ 1 / , - 
ϱ) Ππι -----Ξ 2, Ππι------ τ και άρα δεν μπορούμε να αποφανθούμε. 
6, αι 
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Επειδή λοιπόν γενικά ισχύει 


ο α ; ΟΠΩΝ --- Ω 
μμ ο παπα ανασα αι α.. (Ὁ) 


ση ση 


Η , 
. ενω η 


. Ρ Σ τας ή 
είναι δυνατόν να υπάρχει το πια," 


ύπαρξη του ΠΠ. . λόγω της (1) συνεπάγεται πάντα την ὕπαρξη του 
α 


1/ 
Ππ1α} 


8. Άλλο παράδειγµα που δείχνει ότι το κριτήριο ρίζας του Οας11γ είναι 


ισχυρότερο από το κριτήριο πηλίκων του Γ΄) ΑΙεροτί, είναι η σειρά 


.--]- ος 
οι τα η. ο 


Γι’ αυτήν έχω: 


σσ 1 
Ππι πα, - 7 «1 και άρα η σειρά συγκλίνει. 


ΝΗ άρτιο 
ΠΡ 2 ". αρτιος 


Επίσης ----- ν οπότε 
ση ώ5 α, περιττό 
ΕΚΕ η ρίττος 
πε οι 
Ἠπι ---- -- -ο0 {π1-Ξ----0 και 
αι αι 


. α πι 
Ππι η «1 « πι... 


α α 


1 1 


και το κριτήριο δεν αποφαίνεται για την σειρά. 


9. Να αποδειχθεί ότι οι παρακάτω πέντε προτάσεις είναι όλες 
ψευδείς: 


() Αν μπ|5’.-]ες καὶ η ΣΡ, συγκλίνει, τότε και η Σα, 
Ἡ--ἰ 


Ἡ η-] 


συγκλίνει. 
ο0 οο 
(9 Αν θ-α,ςβῤ, και η Σα, συγκλίνει, τότε και η 24, 
η-] ηΞΙ 


συγκλίνει. 
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0ο 0ο 
(1) Αν 0-«α,ςῤ,καιη Σα, συγκλίνει, τότε 21, - του. 


| η-] 


(ν) Αν η Σα συγκλίνει, τότε θα συγκλίνει και η Σα,. 
8] 


ηΞΙ 


0ο οο 
(ν) Αν α, -β, -»0 και ΣΡ, συγκλίνει, τότε καιη Σα, συγκλίνει. 


ης] η-] 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η απόδειξη θα γίνει µε κατάλληλα αντιπαραδείγµατα: 


1 
(Ὁ οι -- ΠΡ ο. -- Τότε πας” Ξ ; »0ε5ὸ. Η 
1 γη η (-ϱ” : ' 


ΠΕ 


Σι Π΄---- συγκλίνει (κριτήριο Γείοη!Ζ) αλλά η σε. δεν συγκλίνει. 


ΕἼ τ η--] 1 


ο, 1 1 ο0 ο0 ] 
(1 ο ρα... Τότε ος ---α,Ξ-β,-- και η ο. ολα, 
- α Π Π ηξὶ ης] Ἡ 


συγκλίνει, ενώ η Σ δ, -Σ- δεν συγκλίνει. 


αἱ 


(1} 0Οξα, - ας κ -/,.Η .- συγκλίνει, και η .- συγκλίνει. 
ποπ ;-1 17 πε, 
ε 1 οο οο : 
(ν) Αν α, ---,τότεη Σα; συγκλίνει ενώ η Σα, δεν συγκλίνει. 
Π πι πςι 
1 1 |...1 -1 ο η 1 
(ν) α, Ξ--, β, Ξ--, τότε ---- »0,η ΣΡ, συγκλίνει και η Σ-- 
1 1 1 1 1 ηΞΙ ης! 1 


δεν συγκλίνει. 


10. Να εξηγηθεί η διαφορά μεταξύ τῶν εννοιών «αλγεβρικό άθροισμα» και 
«(άπειρο) άθροισμα σειρά» και με χρήση κατάλληλων 


αντιπαραδειγµάτων. όπου χρειάζεται αυτό 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έχο τις εξής θεμελιώδεις και ουσιαστικές διαφορές: 

1) Το «αλγεβρικό άθροισμα» είναι ορισμένο για πεπερασµένους το πλήθος 
προσθετέους, ενώ το «άπειρο άθροισμα σειράς» για άπειρους το πλήθος 
προσθετέους. 

2) Ένα πεπερασμένων ὀρῶν αλγεβρικό άθροισμα, υπολογίζεται σε 
πεπερασμένο χρόνο, ενώ ένα άθροισμα απείρων όρων, υπολογίζεται σε 
άπειρο χρόνο (δηλαδή δεν υπολογίζεται σε οποιονδήποτε πεπερασμένο) 


ακόµα κι αν τις αθροίσεις τις εκτελεί η γρηγορότερη μηχανή που υπάρχει 
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τώρα ή θα υπάρξει στο μέλλον. Μια μηχανή χαρακτηρίζεται από την 
ταχύτητα µιας πράξης ανά χρονικό διάστηµα, έστω { (οποιοδήποτε μικρό). 
Τότε για άπειρες αθροίσεις χρειάζομαι χρόνο οο:{Ξ9οο δηλαδή είναι 
ανέφικτο. 

3) Ένα «πεπερασμένο αλγεβρικό άθροισμα» ορίζει πάντα έναν πραγµατικό 
αριθµό, ενώ ένα «άπειρο άθροισμα σειράς» άλλοτε ορίζει πραγµατικό 
αριθµό, άλλοτε όµως όχι. 

4) Το «πεπερασμένο άθροισμα» υπολογίζεται πάντα αλγεβρικά, ενώ το 
«άπειρο άθροισµα σειράς» υπολογίζεται (εάν υπάρχει και εάν είναι εφικτός 
ο υπολογισμός) µε µη αλγεβρικό τρόπο, ὡς όριο της ακολουθίας των 
μερικών αθροισµάτων. Δηλαδή: 


α) Το [πι 5, υπάρχει και το υπολογίζουμε. 
Π-»-ο0 


β) Το Ιπι 5, δεν υπάρχει. 
π-»!ο0 


γ) Το Ππ|1 5, υπάρχει μεν, αλλά είναι εξαιρετικά δύσκολος ή αδύνατος ο 
π-»!ο0 


ακριβής προσδιορισμός του. 

5) Σε ένα «αλγεβρικό άθροισμα», μπορώ να εισάγω ή να εξάγω παρενθέσεις, 
µε επιτρεπτό τρόπο, κατά το δοκούν. Σε ένα µια άπειρη σειρά, αυτό γενικά 
απαγορεύεται! Ιστορικά η προηγούμενη παρανόηση, υπήρξε πηγή λαθών 
παραδόξων και διενέξεων την εποχή της θεμελιώσεως του Απειροστικού 
Λογισμού. (βλέπε και Α.5.2.2). Σύντομα έγινε αντιληπτό ότι «αυτό που 
ισχύει για πεπερασμένες ποσότητες και μεγέθη, δεν επεκτείνεται 
αυτονοήτως και για τα άπειρα μεγέθη». 


Στο παρακάτω αντιπαράδειγµα θεωρώ την σειρά 


ο 2 ας ο ος 8 
Πα ατα 1 « Ἔ... | 
Σι η Ε] ο ο αν 5.Ὁ Π ῶ 
κ Γ { γ { 155] 1152 , Σ 
Η ανωτέρω σειρά έχει γενικό όρο α, -(-ῃ {πεπι, Τότε το Ίπια, δὲν 
ᾗ 1- 


υπάρχει, άρα η σειρά είναι γνωστό ότι δεν συγκλίνει. 
Στο δεύτερο μέλος της (1) εισάγω παρενθέσεις κατά τον επιτρεπτό αλγεβρικά 
τρόπο. 


Τότε θα έχω: 
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3 4 5 6 7 8 231] 22 
5 Ε ἘλλΗΕ 1: 
ο ο ο σαι 


1 ] 1 1 Ξ Ι 


Η- Η- ρον Η-...-- -------------------- ΞΞ 
σας δή 2ή(2ή 1-1} Ξι 2π(3Π 11} 


Η τελευταία σειρά συγκλίνει, σύμφωνα µε το οριακό κριτήριο συγκρίσεως. 


ἜΗΙ 
Πράγματι, αν θεωρήσω τη σειρά Σ, --- αυτή συγκλίνει ὡς γνωστόν. Γι) αυτήν 
η-] 71 


Σ 1 
έχω β,πτ τσ. 
η 
1 Ρ 
Αν αρ Ἔτ---π τότε 
2η(2 1-1) 
1 
2 2 
μπε. ασ μαμα μμ... 
ΠΠ Ι αρα ος .- 
: κ Ὁ 
Π 2η 


ο 1 


Άρα αφού συγκλίνει η ο. θα συγκλίνει καιη Σ -------. 
Λη; π51 2Η(21 1- 1) 


Δηλαδή: Βάλαμε παρενθέσεις σε μία σειρά που δεν συνέκλινε και την 
μετατρέψαμε σε συγκλίνουσα! 


Παραθέτουµε και άλλο χαρακτηριστικό «παράδοξο» 

Αν αἲβξιΙ . τότε το άθροισμα 5Ξ(α!β)-(α!β)!(α!-β)-((α-β)-.....είναι 
οποιαδήποτε πραγματική τιμή (111) 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

5-(α!β)-(αΓβ)η(αΓβ)-(α!-β}-.... -» 5-αΗ(β-α)-(β-α)η(β-α)-...... Ξ» 

(Αν β-α -γ) 5Ξα!(γ-γ)Γ(γ-γ)ἠ(γ-γ}η-....-» 5-αΓ-Ο{-Ο-0-0--.....--»5-α 

Αλλά αν θέσω αλλιώς τις παρενθέσεις (µε επιτρεπτό αλγεβρικά τρόπο ) θα έχω 


ΘΞΩα!γ-(γ-γ)-(γ-γ)-γ-γ)-... Ξ» 5-Ξα1γ-0-0-0-0-0-... -» 5-αγ(β-α) -»5-5β 
Δεδομένου τώρα ότι η διάσπαση του 1 σε άθροισμα δύο αριθμών µπορεί να 
γίνει µε α οποιονδήποτε πραγµατικό και β Ξ[-α , τότε έχουμε το «παράδοξο» 
συμπέρασμα! 


Ὑπάρχει και το απλούστερο αντιπαράδειγµα: 


Η ΣΟ’ δεν συγκλίνει, διότι η (--!)” -» 0 (είναι αποκλίνουσα). 
η-0 


Όμως αν εισάγω παρενθέσεις γίνεται συγκλίνουσα, όπως φαίνεται παρακάτω: 


απο ο ο ο ο η μα... 
η-0 


Ξ40303-03-03-03-::Ξ6. . Δηλαδή συγκλίνει στο 0. 
Αν όµως διατηρήσω το πρώτο | και εισάγω παρενθέσεις αµέσως µετά, θα έχω: 


ΤΕ 


πω ο ο ο ο με ο ο - 
η-0 


Ξ1-0-0-0-0-..... Δηλ. συγκλίνει στο 1. 

Το λάθος και πάλι, έγκειται στην εισαγωγή παρενθέσεων σε άπειρο 
άθροισμα. 

Και στα τρία προηγούμενα αντιπαραδείγµατα, πήραμε µια μη συγκλίνουσα σειρά, 


θέσαµε παρενθέσεις και ἡ μη συγκλίνουσα μετετράπη σε συγκλίνουσα. 


ΤΙ γίνεται όµως µε τις συγκλίνουσες; 

Εδώ ισχύει η πρόταση: 

«ἀν σε µια συγκλίνουσα σειρά Σα, βάλλουμε σε παρενθέσεις οσουσδήποτε 
η-0 

όρους τής, χωρίς να αλλάζουμε την τάξη τους, τότε η προκύπτουσα σειρά θα 

συγκλίνει και μάλιστα στο ίδιο ἄθροισμα». 

Η απόδειξη της πρότασης είναι απλή: 

Αν 5, είναι η ακολουθία των μερικών αθροισµάτων της αρχικής και σ, η 

ακολουθία μερικών αθροισμάτων της προκύπτουσας µε εισαγωγή 

παρενθέσεων, τότε η σ, θα είναι υπακολουθία της ὁ,. 

Πράγματι, αν 

5, -αι αυ αι 1’: Ἔα, 1-:'' τότε θέτοντας παρενθέσεις έχω 


5 (αι Γᾶ» 1:::ται)!-(α,μ ἄμμο --:"α,,χ)!-6:)}Η-''. 


πι 
Δηλαδή σι -5,,,σ} Ξδ,ιχ»... 
Η σ, ως υπακολουθία συγκλίνουσας υπακολουθίας, θα συγκλίνει κι᾽ αυτή, άρα 
η πρόταση απεδείχθη. 

Η προηγούµενη πρόταση περιέχει τη φράση «... χωρίς να αλλάξουμε την τάξη 
κε, (των όρων της)». Επομένως παίζει ρόλο και η διάταξη τῶν όρων στην 


σύγκλιση. Αυτό φαίνεται από το πιο κάτω αντιπαράδειγµα. 


ΠΕ 


Έστω η σειρά ΣΣ (-1) η οποία βάσει του κριτηρίου του Γεῖρηίζ 
ηΞΙ 


συγκλίνει, αφού η ---- είναι φθίνουσα μηδενική ακολουθία θετικών όρων. Τότε 


στ 


οὉ 1 η. ο ἡ. -ᾱ ο. Ἄ 
ας ο ΠΝ 
Σι ) 9η 9 ᾿ ᾳ5....α]4 ᾽ ν5. νο . ΝΤ «8 . 
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Αν εφαρµόσω την αντιµεταθετική ιδιότητα στο άπειρο άθροισμα θα αλλάξω 
την τάξη τῶν όρων της, οπότε θα έχω: 
1 1 1 1 1 1 1 1 


πο ο πα. πο 


Αν συγκλίνει µε την αλλαγή τάξης τῶν όρων της, θα συγκλίνει και µε την 


(Ὁ) 


εισαγωγή των παρακάτω παρενθέσεων: 


ος “ΠΠ 5᾽ Ι --]' Γ -μ.-1Γ.. οἳ }»- 
(3 Ν2) ή 7 νά) ἰν9 ντι 6 ψάπ-3 δη ψ΄2η 


Αλλά όµως: 
μμ. .- "εν. ισα 
ψ4π-3 ψάπ-1 2η 94 δη Νλη νη 92η δη 


ο 2-1] ψ2-1- 1 


Η σειρά ΣΣ Σ αποκλίνει, άρα και η 


ηΞΙ ψλη . ΠΟ; ηΞΙ 1 


- 1 1 1 
:] -- - | θα αποκλίνει, που είναι η αρχική (1) µε την 
ψ4π-3 ψάπ-1 92η 


ηΞΙ 
αναδιάταξη. Άρα η αναδιάταξη γενικώς δεν επιτρέπεται, αφού όπως είδαµε, 
η αναδιάταξη όρων, µπορεί να μετατρέψει µια συγκλίουσα σε µη 
συγκλίνουσα. 

Γενικώς ισχύει το Θεώρημα: 


«Αν η σειρά Σα, συγκλίνει απολύτως, και έστω τ µια αναδιάταξη των 
η-0 


ο0 
φυσικών αριθμών, τότε η σειρά δα 
η-0 


; συγκλίνει απολύτως και μόλιστα, 


τ(η 


σας - Σὺα, » Στην επόμενη εφαρµογή παραθέτουμε ένα τέτοιο παράδειγµα 
η-0 7-0 


11. Η σειρά Σ(ητ! στ είναι παράδειγµα σειράς που 


πξί 
1) Συγκλίνει 
2) Συγκλίνει απολύτως (άρα και απλώς) 
3) Οποιαδήποτε αναδιάταξη των όρων της δεν επηρεάζει τη σύγκλισή 


της, ούτε το άθροισµά της 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η σειρά εκπληροί τις προῦποθέσεις της προηγούμενης 


πρότασης, Έτσι έχω: 
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1 ΘΠ στ είναι άθροισµα απείρων όρων Γ.Π. µε πρώτο όρο το 1 και 


η-] 


1 το ἘΝ, 1 . 
λόγο ----. Άρα Ρή. Ξ --. 
᾿ 2 Σι ΡΣ Γ- αμ 8 
2 
-5 1--] 1 ο 1 γ { { , / 
2) ΣΚ}: ΠΕ τὸ - και έχει άθροισμα απείρων όρων Γ.Π. µε πρώτο 
ης] ης] 
; ον αι 1 
όροτο 1 καιλόγο -.Ἆρα Σ :--τ-----2. 
2 η-] 23 [τε 1 
2 


3) Αναδιατάσσω τους όρους σύμφωνα µε τον νόμο: «Μετά από κάθε θετικό, 


γράφουμε τους δύο εποµένους αρνητικούς». 
Ο νόμος αυτός φαίνεται και µε την αλγεβρική διατύπωσή του παρακάτω: 


ι 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
' 2. 393 τ. 22 25 27 τ. 24 23 21 μες 22 2211 243 τ 


ο 1 
Σ ες ρα σποτ] Ξ(επειδή κάθε μία συγκλίνει) 


ο. 1 ο. 1 σο 1 4 5δ 2 2 
ο - δηλαδή το άθροισμα μένει 
Σ 228 Σ Ρας, Σ ἍΠΑΣ 3 15 15 3 η η] Ρ µ μ 


αμετάβλητο. 

Γενικώς, αν µια σειρά συγκλίνει «με περιορισμό» ( ή «υπό συνθήκη» ή εἶναι 
ἡμισυγκλίνουσα) ή αναδιάταδη των όρων της μεταβάλει το ἀθροισμά της ή καὶ 
την φύση τῆς (μπορεί δηλαδή να την καταστήσει αποκλίνουσα). Χαρακτηριστικό 
είναι το θεώρημα ΚΙΘΗΙάΠΠ του οποίου ή διατύπωση έχει ως εξής: 

«Μια υπό συνθήκη συγκλίνουσα σειρά, μπορούμε να την κάνουμε να 
συγκλίνει σε οποιαδήποτε τιµή ή ακόµη να αποκλίνει µε µια κατάλληλη 


αναδιάταξη των όρων της». 


12. Δίνεται η πρόταση: 
οο 0ο 

«Αν η σειρά Σ]α, | συγκλίνει, τότε και η σειρά Σ)α} συγκλίνει». 
η-] ηΞΙ 

1) Να αποδειχθεί 


2) Να δειχθεί µε κατάλληλο αντιπαράδειγµα ότι γενικώς δεν ισχύει το 


αντίστροφο. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Αφού Σ]|α, συγκλίνει -2ἱα,|-»0. Τότε μεε-Ἰ»0 
ηΞΙ 
3π-πι(:0«|α, «1 -»α7 «αι, νηΣπρ. 


οο 
Από το κριτήριο συγκλίσεως σειρών, έπεται και ότιη Σα; συγκλίνει. 
ηΞΙ 
᾽ ἑ .. : Ρ 
2) Για το αντίστροφο, θεωρώ την α, -(-1)-. Ἡ αντίστοιχη σειρά 
η 


οο 1 οο οο 1 
--- Ὦ οποία ως γνωστόν συγκλίνει. Όμως η σειρά Σ|α, |- Σ-- δεν 
η-1 71 


-- 2 
δη. 

ηΞΙ η-]71 η-] 
συγκλίνει. 


Άρα, γενικώς δεν ισχύει το αντίστροφο της προτάσεως. 
13. Υπάρχει σειρά που είναι αποφάνσιμη ως προς την σύγκλιση µε το 


κριτήριο λόγου και µη αποφάνσιμη µε το κριτήριο πηλίκων του {7 


ΑΙοπιρογί. 


1 τη 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Για την σειρά Σ) κ η 
η-] 71; 


πο” ᾿ οο οο 1 
πα. »0 ΥΠΕΟ.Αν Σα, -»,ἀ- καια, ---»0. 
[111 πΞ1 "51 η 


----- οἵ 

να παπι τ. 1. 1 Ξ- ΠΗ 

1 μα] Άτι ᾿ π)᾿ 
ο αωονα, 1: 


(2) 


Γνωρίζουμε ότι ισχύει 


(3) 
Η (1) λόγω (3) δίνει 
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[54 

Τε Ξ1 Ξ 

ῤωα ς ΠΠ -[:-7) -. πη. 

ΠΟ 
].-- 


Αφού η Σα, δεν συγκλίνει, τότε καιη ΣΡ, δεν συγκλίνει. Σύμφωνα όµως µε 


ης] η--] 

το κριτήριο πηλίκων του Ρ᾽Α]επιροτί έχω 
Π15] 

γαρ 

βινι η ] 6 - : 
ο "ΤΕ »---1--] και δεν έχω αποφανσιµότητα µέσω του 
Ρ, 6 η 6 

κριτηρίου. 


Άρα το κριτήριο λόγου εμφανίζεται ισχυρότερο απ’ το αντίστοιχο του Ό᾽ 


ΑΙΟΠΙΡΟΓΊ. 


14. Το θεώρημα τῶν ΟἠαςΠγ-Μετίεηπ5 λέει ότι «Αν δύο σειρές 


συγκλίνουν και τουλάχιστον µία συγκλίνει απολύτως, τότε η σειρά 


».. της συνέλιξής τους (ή το κατά (αιμεἩγ γινόμενό τους, µε 


η-0 
(α,.«βρ,-γ.--αριτα,ιβιτ-::τα0β,) θα συγκλίνει και 
μόλιστα Χ γι Ξ ἊΣ αι: Σ β,». 


Ι! 
- 


η-0 η-0 η 

1) Μπορεί να παραληφθεί από το θεώρημα η υπόθεση της σύγκλισης 
για µία εκ τῶν δύο αρχικών σειρών; 

2) Αν η σειρά της συνέλιξης δύο ακολουθιών συγκλίνει, θα συγκλίνουν 


οι δύο αντίστοιχες σειρές τῶν αρχικών ακολουθιών; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 1) Δεν µπορεί να παραληφθεί η υπόθεση της απόλυτης 


σύγκλισης της µιας σειράς, όπως θα δούμε στο παρακάτω αντιπαράδειγµα: 


οο οο 1 
Θεωρούμε τις σειρές Σα,, ΣΡ,» όπου α, -β, - (-1”η σι Και οι δύο 
η-] 1 


Π-] 


συγκλίνουν µε βάση το κριτήριο του ΓεϊζοηίΖ, αφού η είναι φθίνουσα 


αν 
γη 


μηδενική ακολουθία θετικών όρων. 
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( Τά 


οο 
Επίσης δεν συγκλίνουν απόλυτα, αφού ΣΣ 


ηΞΙ 


νη 


οποία ὡς γνωστόν αποκλίνει. 


Το κατά (αἱοἱγ γινόμενό τους είναι εξ ορισμού 


--0”}7 . 1 -- ] 3 ] Η- ] ο 
ἁ πα 0. πε] ο ρε η ψί 


ν 5 επ ο. |- η Βα 
ΤΟ Έψηψη ην ην] Νπν π᾿ 
Άρα γ, -» 0. Δηλαδή η σειρά Σ», δεν συγκλίνει. 
ηΞΙ 
2) Δίνουμε αντιπαράδειγµα, όπου δύο σειρές δεν συγκλίνουν, αλλά έχουν 
συγκλίνουσα συνέλιξη. 


Σα, Ξ1:2245224::: (Προφανώς δεν συγκλίνει) 


ηΞΙ 


Σ β»-1-212-2112--:': (Επίσης δεν συγκλίνει) 


η-] 


Ληλαδί ΕΓ ον ηΞΙ β 1 αν π-] ᾿ 
α α ια την Σχω: 
ΟΝ ΙΝΕ, ο. μμ ., 


γιΞαιβι 1.1! 
2 Ξαιῤ; ΓαυβιΞ](-2)92:15Ξ0 
γιΞαιβι Γσυβ; Γαιβις1.21:2.:(-2) 1:20 


η Ξαιβ, Ἔαρβει Ἔαιβιο Γι Ἑακβ, κ Ἔ τι Ἔαιβι 


-1.(σ”..2.2124 2142102121... ελ. 24... ε2{-0 


: ΓΕ αν π-ὶ 
ΕΠΙ 0 αν π»||᾽ 


Άρα Σ», Ξ1--0--0--::Ξ1 ενώ οι Σα,, Σβ, δεν συγκλίνουν. 
η-] Ἡξ 


'. -ἱ 
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2.2 ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΛΕΙ ΥΜΑΤΟΝ ΣΤΙΣ ΣΕΙΡΕΣ 


Α. ΑΠΟΚΛΙΝΟΥΣΕΣ ΣΕΙΡΕΣ: 


Εκμεταλλευόμαστε γνωστές προτάσεις, έτσι : 


1) Αποκλίνουσα είναι κάθε σειρά της µορφής Σα, µε α, -»αεῦ-{0) ή 


π-0 


α, -»Ἴοου ή η α, να αποκλίνει γενικώς. Η κλάση τῶν αποκλινουσών 


σειρών εἶναι όπως γνωρίζουμε εξαιρετικά ευρεία. 


2) Αποκλίνουσες 2:α, γιατις οποίες ισχύει α, -»0: 


α) 


β) 


γ) 


ὃ) 


8) 


στ) Για τις άπειρες Σα,, Σ ἲ 


ΊΞΘ 


1 
Σ-- (αρμονική σειρά και απειρίζεται θετικά) 
η-171 


0ο 


Σ 


η-] Π 1Π 


(σειρά Α0εἱ και απειρίζεται θετικά) 


οο 0ο 
Ανη Σα, απειρίζεται θετικά τότε η Σ(-α,) απειρίζεται αρνητικά 
η-] 


ηΞΙ 
Οι σειρές Σα, και Σα,,. έχουν την ίδια συμπεριφορά ως προς την 
ηΞΙ ηΞΙ 

σύγκλιση. Δηλαδή αν συγκλίνει η µία, θα συγκλίνει και η άλλη, αν 
αποκλίνει η μία, ομοίως και η άλλη, αν απειρίζεται θετικά η µία 
ομοίως και η άλλη, αν απειρίζεται αρνητικά η µία, ομοίως και η άλλη. 
Σε περίπτωση σύγκλισης, τα αθροίσµατα προφανώς δεν είναι ίσα, 
αφού λείπουν Κ όροι από την μία. 

ες | 

με, ρς1. Απειρίζεται θετικά. 

ν-Ιν 


οο αι 


με α, 50 ισχύει, ότι αν αποκλίνει η 
η-] ηΞΙ ται 


µία, αποκλίνει και η άλλη. 


Β.ΣΥΓΚΛΙΝΟΥΣΕΣ ΣΕΙΡΕΣ 


Ὁ) Σα:λπ: σον αν |}|ς] (άθροισμα απείρων όρων φθίνουσας γεωμ. 
ηΞΙ 


Προόδου) 
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2) ο. συγκλίνει για ρ»] (Συνάρτηση ὁῥ του Εἰοπαππ ὁ(ρ) (Υπ. 
ηΞΙ 11 


δ. Ἕ δα και δ, πο ασ) 


3) Σο Έλα”, 0Οςχ-«] (Υπ. Κριτήριο ρίζας Οαπς!γ) 
ηΞΙ 


4) η - χεῦ (Υπ. Κριτήριο ρίζας ΟΘαιοἮν) 


ο0 


2 

χ 
ο ἃ 
πΞ1Χ᾽ ἘἜΝΉ 


5) χ «1 (Κριτήριο πηλίκων ΓΡ) Α]επιροπ) 


6) Αν συγκλίνει η Σα,, α, ΣΟ, τότε συγκλίνει και η Σπ (Υπ. 
οἱ π- Ἡ 


ΞΕ αβ,α,βεὂ7) 


7) Αν συγκλίνουν οι σειρές Σα,, ΣΡ,» (α, »0, β, »0 ν πεὸ) τότε θα 
ηΞΙ 


ω 1 


συγκλίνει και η α,β, (Ύπ.α-ΡΣ2ψαβ, α»δθ, 350) 
ηΞΙ 


ἃ 
8) Σ---- η ρ ΣΙ (Υπ. Κριτήριο συμπυκνώσεως Οα1οΝΥ) 
πΞΖΠΙΠ 


ϱ) Σημχ", κε (01) (ὅπ. α, -ημα”, β, τα", ἠπιπνν -ῃ 
η-0 χ 


10) ΣΙ εκ”), χ ε(0} (Υπ. [αὶ ο τα) 
η-0 χ 


Ξ1) 


1 


οο πα. 1 
1) σα 7 ',α-- (Υπ. Κριτήριο ΚααΏς) 
ηΞΙ έ 


[ μμ] 
12) Σα, συγκλίνει, θα συγκλίνει και η Σα, ί - (Υπ. Κριτήριο ΑῬο]) 
ηΞΙ 1 


19)Αν α, 20 νυ πεὸ και η σειρά Σα, συγκλίνει στο |ε ὃ, τότε και η 
Ἢ 


σαι Γ2α)2 1:''1-πα 
π-] π(7 1-1) 


μ| 


συγκλίνει επίσης στο {. 
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π 


14) Αν συγκλίνει η Σ2-α,,τότεθα συγκλίνεικαιη Σα, 11 ; 
η-] 


η-] 


η-0 


ος 1.1 
Ηλ να, τε[-».3) συγκλίνει 


τί] 


16)Η Σ( ρ” τ . χΕ(-1,1 συγκλίνει 
ης] 1 


[η 


17)Η Σ 5 5» χε[--2,2] συγκλίνει 
π-12 - 
2 
ος 1 Β 
18)Η Σ τ. χ”, χεῦ, συγκλίνει 
απο (Π11-1}| 


Ὁ ῃ 
19)Η Σ αν, χε(-ς.ς). συγκλίνει 


π-] 


20) Να κατασκευασθεί δυναµοσειρά που να συγκλίνει σε γνωστό διάστηµα 


(α.β) (αι εδ”). 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θέλω η σειρά να συγκλίνει για χε(α,β) δηλαδή 


ατ:β μα α:β.,. δια ος αἲβ ῥ-α 


α-«χ«βςα 
2 3 2 2 2 2 


οο -- η 
Έτσι, αναζητώ δυναµοσειρά της µορφής Σαγ»-515] . με ακτίνα 
η-0 


-- 
συγκλίσεως ο Πρέπει λοιπόν από κριτήριο συγκλίσεως Ο481ςἩγ 


2 ο Ὑ 
μπι], |--------. Αρκεί να επιλέέουµεα, Ξ 1 
δα, | τη ρ ἔουμε α, [-5;) 


Γ. ΑΘΡΟΙΖΟΜΕΝΕΣ ΣΕΙΡΕΣ 


Είναι αυτές για τις οποίες µπορεί να υπολογισθεί το μερικό άθροισμα 5; καὶ 
δεν υπάρχουν πολλές τέτοιες κλάσεις. Οι υπάρχουσες είναι ειδικής µορφής, 
όπως οι παρακάτω: 


1) Αριθμητική σειρά Σ[α--ι--Ί)ω], α,ω ε ὅ 
ηΞΙ 


τ 2α--(ν-Ί]ω . 


δη 
2 


2) Γεωμετρική σειρά Σα.λΛ’.. }-1 
ηΞΙ 
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3) σ[ρ() --ο(η -ε1)]. όπου φ(η) ακολουθία. Τότε 
ΕΙ 


δ, Ξφί)-φίι 11) ἡ ὃ, -- φ(θ)-- φίᾳ1) αν Σ[οίὴ-φ(ιε1]. 


Η κατασκευή µιας τέτοιας σειράς είναι πολύ εύκολη, αλλά η αναγνώριση ότι 
ο γενικός όρος α, τίθεται στην µορφή φ(η) -- φ(η 1-1) είναι το δύσκολο από 


τον λύτη. 

4) [4ο Β (ςὐ ΓΙ Ρ(η Ε2)] με 4 Β.ΕΙ-0. Τότε 
ηΞΙ 
5, - 4φ()- Γφ(2) - Αφ(π 1) Γφ(η-2). 


Και εδώ η κατασκευή του παραδείγματος είναι απλή, αλλά δύσκολη η 


αναγνώριση. 
; Σ[οί»-/ ()] ἡ Σ[οίν) -}0ι)}- α(η)] όπου φ(π), σ(π), (τ) οι γενικοί 
όροι αθροιζόµενων σειρών. 


6) Σ γω) όπου (η) πολυώνυμο τοῦ 7. 
η-0 


Σε παραδείγματα τέτοιας µορφής θεωρούμε γνωστά τα αθροίσµατα 


κ- π(π 1-1) κ - π(η -ε Ώ(2η 151} φρο . - ΜΉ 
ΓΙ 2 {σι 6 ΓΙ 2 


Για να υπολογίζουμε αθροίσµατα ανωτέρων δυνάμεων, υπάρχει επαγωγικός 


τρόπος µε την βοήθεια του διωνύμου του Νονίοπ. Για παράδειγµα για τον 


υπολογισμό του Σ Κ᾿ εργάζοµαι ως εξής: 
ἐΞι 


(α «1 -- κά 1 4χ} -6χ᾽ -4χ51 
(α-1}5- χ᾽ -- Αχ} -6χ’1-4χ1 


(Ὁ) 


Θέτοντας στην (1) διαδοχικά χ --1.2.3.....1 έχω 
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21-14 -4.1}16.17 14.111 

30. 24 -4.23 6:22 4.24] 
4” - 3” -4.3} 6.3 4.31] 
δ 43 -4.4} {6-4} 4.41 


(ι-ε1΄-()'-4-:π}16:π744-π51 


αεὉ’-1-4.Σε}16.ΣΕ}14.Σ ΚΑ ΣῚ 


ἐΞ1 ει ἔ-ι Ε51 


(2) 


Η (2) επιλύεται ὡς προς Σ Κ᾽ γνωστών όντων τῶν αθροισµάτων μικροτέρας 
[πα 


τάξεως. 
7) Σ[α (1 ε-1}ω]: Ακ”. . Δηλαδή ο γενικός όρος α, είναι το γινόμενο του 
ηΞΙ 
γενικού όρου αριθμητικής προόδου µε τον γενικό όρο µιας γεωμετρικής 
προόδου (μεικτή πρόοδος). Η άθροιση γίνεται ὡς εξής. Αν 
δ, -α͵ τα; τα: τ'. Τα, 
(1) 
Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο µέλη της (1) µε τον λόγο της γεωμετρικής 


προόδου χ και έπειτα αφαιρούμε κατά µέλη από την (1). 


Παράδειγμα: Σ πχ” ο, κκ 1. ΈχΩ: 
ηΞΙ 


ο κο. 
ΧΦ, -χ-2χ᾽ 13χ}...Επχ᾽ 


(Ὁ 
(2) 
(1) --() (Ι-χ)5, {γα κ; εχ]}-...-χ᾽-πχ᾽-» 


Ἠ 


(1--κ)δ, ---- 
χ 


- μΧ Ξ» 


Ἱταν "αμ 
(- ο 1-χ 


ὃν Ξ 


8) Αν Σ α΄. φ(η) πολυώνυμο του π και ἆ ο βαθμός του πολυωνύμου φ(η), 
πι 3. 


τότε το φ(π) μπορεί να παρασταθεί ως 
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φ(1) - 43 Αγπ- Α2π(π -- 1) 1- Απία- Ὀ(1-2) Ε.Ε Αγπ(η--1):::(--Κ-1) 
και η σειρά είναι ο. µενη, όπως έχω στο παρακάτω 


-3π ΕΖ. 


Παράδειγμα: ;. 
η! 


Θέτοντας μ΄ --3η-2ξ Απ(π-1)}1-Βπ1-Γ, απὀ τα εκ ταυτότητας ίσα 


πολυώνυμα έχω (4-1,Β--2 και Γ-2). 


Τότε 
ο η 3η π(η-1-2π12 πη--Ώ 2η 2. 1 22 
᾽ [111 π! π! πὶ -π (π--2) (π-1}! πὶ 
Τότεγια "52 . 
π 1 
5, ΞΟ -Σα -α «Σα 0 Σ 25 Ὃ ολ 
μα ο ο ων ΡΕ σος Ἔ»(κ 11 ἕΞ24 


η-21 Ι 1 31 
Ξ 2 Ἔ τῶ πια ρῶστι 
{ΞοΚ1 [-; 0! Ἐπ] 1 ο 1! ἐπ) 


-»6-2(-11-6)12{-2 156) --6152-26-441526-.6-2. 
ο) ΣΓΡΟΌ-- (1 Ὁ], π.Κ εὺ, "--Ἐ. Τότε: 
ηΞΙ 


ΚΟ ΚΚ Μο. 
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3. ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


3.1. ΤΣΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


1. Εάν δύο συναρτήσεις έχουν ταυτόσημες αναλυτικές εκφράσεις (: τύπους) είναι 


ίσες; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως. α.χ.: 
Τ()Ξ 2χ/4- 110. και ρ(χ)-2χ/|-1.1 


Προφανώς {6 αφού Η(γ}-Η(ο) 
2. Εάν δύο συναρτήσεις έχουν διαφορετικές αναλυτικές εκφράσεις (: τύπους) 


είναι πάντα διαφορετικές; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως. α.χ. 
!/ω)-2χ/{-101} και οσ(α) -2χ}/{-1,0,} 


Ισχύει { -- ϱ, ενώ οι αναλυτικές εκφράσεις είναι διαφορετικές. 


3.Εάν {(α): σ(α)Ξ0 νχεά., όπου 4 το κοινό πεδίο ορισμού τῶν {,5. τότε µια 


τουλάχιστον από τις {,σ είναι η σταθερή μηδενική συνάρτηση; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι απαραιτήτως. α.χ. 


0 αν α΄ άρρητος 1 αν αχ άρρητος 
Αν νὰ ω-! ε()- 


Ι αν χ µρητός 0 αν χ ρητός 
τότε {(χ):σ(χ) 5-0 Ὁχ ε χωρίς καμμία να είναι σταθερή. 
Επιπλέον, το αντιπαράδειγµα τῶν [6 είναι τέτοιο ώστε να πληροί και την 


επιπρόσθετη προὐπόθεση ότι «δεν υπάρχει υποδιάστηµα στο πεδίο ορισμού της { 
είτε της ο που ο περιορισμός της [ ή της ο αντιστοίχως, να είναι η μηδενική 


συνάρτηση». 


4. Να αποδειχθεί η ισχύς ή η µη ισχύς εν γένει, τῶν ισοτήτων: 
ο Ξε 5" 
υπο 
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όπου [,ο,}:συναρτήσεις ο -»0. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
α) Δεν ισχύει γενικώς: Α.χ.: /(χ) - χ᾿, ία) -1, σ(α) - 1. Τότε 
[/ο(εε]α)-/ί(αΏ)ελρ))-/110-7Ω)-2 -4 
[5 /)ο ΓΙ) (Ες Αα”) Ξ ε(α) (αι -2. 


β) Ισχύει πάντα: Πράγματι, σαχ εθ, έχουμε: 


[6 /)ο/1αΞ {το α)-εύα)Η(/0)) 
Ξμ{αλτε(α)-άτε/α)ξ[ά ο /]) 


5. Να αποδειχθεί. ότι είναι δυνατόν συναρτήσεις µε κλάδους, να έχουν απλή 


αναλυτική έκφραση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα δώσουμε τρία παραδείγματα διαβαθµισµένα από το πλέον 


σύνηθες, έως στο πλέον ασύνηθες. 


: . τ ς χ20 
(0) Έστω [:0 -»0 µε 5] | 


-χ, χ«0 
Αυτή είναι η γνωστή µας συνάρτηση (χ)-|2| ὑχ ε Βὶ 


ας. τμ 


(1) Έστω σ:ὸ -» ὃ µε σ(χ)- | ' 
0, α άρτιος 


Η σ(χ) είναι η Ἡ ακολουθία που συμβολίζεται συνήθως µε 


: 


Ι, " περιττός 
α Ξ 
Ὁ 10,” άρτιος 


| και η οποία έχει αναλυτική έκφραση αι - τ [ - (- 1’ | 


ο. } τ ὦ, καρ α, χρητός 
(11) Η συνάρτηση του ΠΙτὶοΠΙοί ᾖ:0 -»0 µε π(χ) Ξ : (ία -- β) 
Ρ». χ άρρητος 


έχειτην ακόλουθη εξεζητηµένη αναλυτική έκφραση: 
Πα) β-{α “Αι πι ΠΤ 
Π-»-ο0 


Να περιγράψουμε όµως το γιατί: 
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(ν) 


Όταν χ ρητός, γράφεται ὡς κλάσμα Ρ «με ακέραιους όρους και 4-0. Τότε το 
4 


γινόμενο π!χ είναι πάντα άρτιος ακέραιος για κάποια τιµή του Π και πάνω (είναι 
τελικά άρτιος όπως λέμε) . 


Άρα η παράσταση π!π:χ είναι τελικά άρτιο πολλαπλάσιο του π. Συνεπώς 


συν’ (η!π κ) είναι τελικά 1, συνεπώς και το | [πισυν” (π1πα)] η. 


η» χο 
Άρα, γ(χ)- βε(α--/).|-α, σχεὂ. 

Αν χ άρρητος, τότε η παράσταση π!χ-π για κατάλληλα µεγάλο η, πλησιάζει ένα 

άρτιο ή περιττό πολλαπλάσιο του π, χωρίς να γίνεται ποτέ ίσο µε αυτό. Τότε, 

όµως η παράσταση συν” (π1π . χ) πλησιάζει το 1 και το -1, αλλά ποτέ δεν γίνεται 

ίση μ᾽ αυτά, ενώ γενικά ισχύει η ανισοταυτότητα --ἰ-συν'(πιπα)«] Αν 

δεχθούμε, π.χ. ότι 


συν’ (π|χ-π)-1-»(π!χπ -2κπ,κερ)-»{(π!χ-2κ,κεβ)-» 


2κ ο. 
ς --η»κε 7 - χρητός, άτοπο! 
π] 


Άρα, -Ι«συνηπ.κ«Ιή |συνπἰπα| «1, ν εὸ. 


Τότε, όμως το πι συν’ (π!πχ}-- 0, αφού «ας γνωστόν όταν 
ᾖ-» ου 


μὴ «1 πι γ᾽ -0. 


π--»Γοο 


Άρα, γ(χ)- β-(α-β)}--β, νχεΛΩΏ. 


Υπάρχουν κλαδικές συναρτήσεις, οι οποίες δεν είναι γνωστό ακόµη αν έχουν 


αναλυτική έκφραση. Μια τέτοια είναι η 


-1, αν ΧΕΝ και χπρώτος 
{Γ(α)Ξ4Ι, αν χΕΝ και χ σύνθετος 

0, αν ΧΕΝ 
Αν βρεθεί τέτοια αναλυτική έκφραση, αυτό θα σηµαίνει ότι έχει βρεθεί τύπος που 
να δίνει τους πρώτους αριθμούς, πράγμα πάρα πολύ δύσκολο και όπως 
υποψιάζονται οι αριθµοθεωρητικοί μαθηματικοί, μάλλον αδύνατο, αφού δεν έχει 
βρεθεί τύπος, ούτε για ειδικές περιπτώσεις πρώτων, παρ᾽ όλες τις γιγαντιαίες 
προσπάθειες που έχουν καταβληθεί γι᾽ αυτό από μέγιστους μαθηματικούς. 


Φυσικά τα προηγούμενα μπορούν να καταπέσουν αν βρεθεί ένας τύπος για τους 
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πρώτους, αφού ανάλογες «υποψίες» είχαν εκφρασθεί και για την τελευταία 
εικασία του Εετπιαί που έπειτα από προσπάθειες αιώνων απεδείχθη από τον 


Ύνα]]15 το 1996. 


3.2. ΠΕΔΙΟ ΟΡΙΣΜΟΥ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 


1. Να βρεθούν παραδείγματα συναρτήσεων µε πεδίο ορισμού 
α) Το κενό σύνολο 

ϱ) Μονοσύνολο 

γ) Δισύνολο 

ὃ) Άπειρο αριθμήσιμο σύνολο 


ε) Άπειρο υπεραριθµήσιµο σύνολο 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) {: {(α) -ψημχκ-2 «Για την Γ πρέπει ημχ-2 50 που είναι αδύνατη ανίσωση. 
Άρα Π()Ξ 2. 
Πρέπει όμως να σχολιασθεί, ότι η έννοια “συνάρτηση ” έχει εξ ορισμού νόημα μόνο 
για μή κενό σύνολο ορισμού. Καταχρηστικά καὶ οριακά εδώ δεχθήκαµιε την έννοια 


«δεν ορίζεται συνάρτηση» ὡς ισοδύναμη τής έννοιας «συνάρτηση µε πεδίο ορισμού 


το κενό». 
β) ο(χ)-νχ-Ώ-{-γϐ-χ. Πρέπει (1α-35250 και 32-α«2θ)ς(«Ξ3). Άρα 
Η(ε)- 93). 


γ) ἠ(α) νὰ -3χ42.ἑγ'-χὶ «3-2. Πρέπει 


(α΄ -3χ 1250 και -χ᾽ -3χ-2Σ0)6»(α-3)[(αΞ1 ή κ22) και «κς2)] 


«»(χ-1ήἠ χ-2).Ἆρα Η(ἠ)- {1,2}. 
ὃ) φία)Ξξ γημχ-]. Πρέπει 


πμλ-120«»ημκ2!ε2ημε-1Φ[α-2π15.ἑεΡ} 


Άρα Η(φ) - [ία - 5, ἆ ερ µε άπειρο, αλλά αριθμήσιμο πλήθος στοιχείων. 


Πράγματι, μπορούμε να θεωρήσουμε την απεικόνιση 
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2λη αν ΠΞ2λ 
σ:ὸ-»Η(ᾳ) µε σ(η)- 22, αν π-2λ11] 
ον αν ηΞ0 
η οποία είναι προφανώς “1-17 και “επί” και άρα | Η (ϕ) [Ξ Ν ο. 
ϱ) {(α) -Ν-χ’ {5χ-6. Πρέπει -χ᾽15χ-6»0«»2Ξ«χ-«3. Άρα Η(/)Ξ[2.3]. 


το οποίο είναι υπεραριθµήσιμο και έχει την ισχύ του συνεχούς, ος 


2. Να βρεθεί αναλυτική έκφραση συνάρτησης µε («μέγιστο») πεδίο ορισμού, 


οποιοδήποτε πεπερασμένο αριθμητικό σύνολο. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν 4-ίαι,α»»...,αχ} με α; ε ὃ ξ]()ά . Τότε θεωρώ την { 


Τί) - ψία-αι)(α --αρ)...(α--αχ)Ε-ψ-(α -α)(α-α;)..(α-αχ). 
Εκ κατασκευής, οι υπόρριζες ποσότητες είναι ετερόσηµες. 
Εκεί όπου η μία γίνεται θετική, η άλλη γίνεται αρνητική και τούμπαλιν. Αφού 
απαιτούμε και για τις δύο να είναι µη αρνητικές, συναληθεύουν εκεί που 
μηδενίζονται, δηλ. στις κοινές ρίζες των υπορρίζων ποσοτήτων, που είναι οι 


αι,α2.... αμ. 


Επομένως Η()Ξξ{αι,α..... αμ}. 


3.3,ΓΡΑΦΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΚΑΙ Η/Υ 


1. Όταν µία συνάρτηση έχει πεδίο ορισμού σύνολα της µορφής (-οο;1ο0), 
(α;1ο0), (--ο,α))(ῷ.οο) κ.ο.κ. λόγω του απείρου μήκους των διαστημάτων 
ορισμού, µόνο ένα τμήμα τῶν συναρτήσεων μπορούμε να απεικονίσουµε. Για 
τη συμπεριφορά στο --οο ή -οο ήα ή ῥ έχουμε τις οριακές τιµές σε αυτά και 
τις ασύμπτωτες. Υπάρχουν όμως συναρτήσεις οι οποίες δεν μπορούν να 
αποδοθούν γραφικά ούτε καν σε ένα μικρό υποσύνολο του πεδίου ορισμού 
τους, ούτε τώρα, ούτε στο απώτατο μέλλον, από οιονδήποτε και οσοδήποτε 


εξελιγμένο Η/Υ. Να δοθούν παραδείγματα: 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


χ αν χ ρητός 
- αν χ άρρητος 


το]. ώ-! 
μα) αν α΄ ρητός 


: όπου ᾖ, 6 έχουν το πολύ 
σ(χ) αν α΄ άρρητος 


Γενικότερα {: {(4)Ξ | 


αριθµήσιµα κοινά σηµεία.(δεν εξετάζω για υπεραριθµήσιµα σηµεία) 

Γι΄ αυτές τις συναρτήσεις, οποιονδήποτε περιορισμό τους να σχεδιάσουμε π.χ. 
Γ α,β] µε οσοδήποτε μικρό το | β -α| σε αυτό θα έχουµε άπειρες (αριθµήσιµες) 
τιµές για τους υπάρχοντες ρητούς και άπειρες (υπεραριθμήσιμες) τιµές για τους 
υπάρχοντες αρρήτους. Επομένως ουδείς Η/Υ είτε τώρα είτε στο απώτατο μέλλον 


δύναται να σχεδιάσει ικανοποιητικά. 


3.4. ΦΡΑΓΜΕΝΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


1. Να δοθούν τρεις άπειρες οικογένειες συναρτήσεων που να είναι: 
α) Άνω φραγµένες από τον λεὂ 

β) Κάτω φραγµένες από τον Ος ὃ 

γ) Φραγμένεςµμε λ« /{(α) κκ. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

α) Ἡ οικογένεια των {: {(α) -- α(κ-- ϱ) 0 Ελ. α «0 είναι άνω φραγµένη από το }. 
και μάλιστα έχει μέγιστο στη θέση χ- το {(0)Ξ)λ. 

β) Η οικογένεια των σ:: σ(κ) - αία -- βγ7» }-Κ, α» 0 είναι κάτω φραγµένη από το ἆ 
και μάλιστα έχει ελάχιστο στη θέση χ--0 το /(β)ξκ. 

γ) Μια γνωστή οικογένεια φραγμένων συναρτήσεων είναιοι {Γ:(1(χ)-α:ημχ-Ρ, 
αεῦ,,αεὖ. 


Επειδή -Ίἑ«ημχς] νχεῦ,θαισχύει -α-βέαημχ!-βςα-«β (α»0). 


πως. 
-α-β-} . 
Οπότεαν ερ έχω 2 (ἑ»λ). 
α-Ρ- κ ελ 
..- 
Κ-λ κ} 
Δηλ. ο ηβεξ-.--: 
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2. Να δοθεί παράδειγµα κάτω φραγμένης συνάρτησης σε διάστηµα και της 


οποίας, οποιοδήποτε περιορισμός σε υποδιάστηµα να µην είναι άνω φραγµένη 


συνάρτηση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην [:[0,1]-» ΑΚ: 
0 αν αχ άρρητος 
Τα) - ἐπ αν χ-π πιπεὸ και (πι,π) 1}. 
1 αν χ- ο 
Προφανώς είναι κάτω φραγμένη από το 0. 


Η [δεν είναι άνω φραγµένη σε οποιοδήποτε διάστηµα [α, Ρ]ς [0.1]. Θα το δείξουμε 


με απαγωγή σε άτοπο. 


4 


γ 
0 
9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
1 


Μια συμβατική γραφική παράσταση αυτής της ''περίεργης"' συναρτήσεως. 
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Έστω ότι η Γ/α.β] είναι άνω φραγµένη από το φεῦ. Τότε 3γεὸ:π»φ και 


επίσης πρώτος Ρ: 221. Τελικά καιτο ῥ είναι άνω φράγµατης {/Γ/α.β] (1). 


1 1 
Επίσης 3 πρώτος μ’» ῥ με ϱ Σ ρα -5| β -ᾱ!|» ---. Τότε αν διαµερίσω το [0.1] 


| ᾿ : Τε Ρ ; ες, 0 
σε ίσα διαστήματα πλάτους ---, τότε το [α,β] θα περιέχει ρητό της µορφής ---» µε 
Ρ 


ας ῥ καιί(α,ρ) Ξ-ἰ και ή5) Ξ Ρ’ »φ άτοπο. 
Ρ 
Μια άλλη συνάρτηση που πληροί τις ίδιες προὐποθέσεις είναι η 


. 251 


η, αν το δεκαδικό ανάπτυγµα του χ περιέχει πη ακριβώς 5- κ, 


- 1, αν το δεκαδικό ανάπτυγμα του χ περιέχει άπειρα 5 - άρια. 
Και γι’ αυτήν ισχύει, ότι ο περιορισμός της {σε οποιοδήποτε διάστηµα (α,β}ς ὃ 
οσοδήποτε «στενό» (δηλαδή | β--α| οσοδήποτε μικρό) η [δεν είναι άνω φραγµένη. 
Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι η { Κα, β) είναι φραγμένη άνω από το φεῦ, τότε 
υπάρχει π’ εὸ:π' Σφ καιη /Γ Κα, β) θα είναι φραγμένη άνω επίσης από το π΄. 
Πάντα υπάρχει ρητός Ρ ε(α,β). Αν αυτός περιέχει στο ανάπτυγμα παραπάνω από 
π’ πεντάρια, τότε έχω άτοπο. 
Αν το ανάπτυγµα του μ περιέχει λιγότερα από π’ πεντάρια, τότε έχω τα παρακάτω: 
ο α«ρτςΡ 
ο Προβαίνω στην παρακάτω περιγραφόµενη κατασκευή: 
Αρχίζω και αριθµώ τα ψηφία του α και του 2, έως ότου συναντήσω το πρώτο µη 
κοινό τους ψηφίο στο ανάπτυγμα Ρ, έστω το { (το { δεν μπορεί να είναι 0). 
Μειώνω το {κατά ] και έχω το ψηφίο {-1. 
ο Συνεχίζω την αρίθμηση των ψηφίων του α έως ότου βρῶ το πρώτο ψηφίο του α 
που δεν είναι 9, έστω κ. Αυξάνω το κ κατά μία μονάδα και έχω το ψηφίο κ 11. 
ο Θεωρώ τον αριθµό Ρ’ που αποτελείται από το πρώτο κοινό µέρος τῶν α και ρ. 
ακολουθεί το ψηφίο {-1], ακολουθεί το µέρος µε τα (τυχόν) 9-άρια, το (κ11) και 


τέλος προσθέτω (Π’ 1-1) πεντάρια. Δηλαδή ο μ’ έχει την μορφή: 


Επ 


Ὁ ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: Για να ισχύσουν τα ανωτέρω, το δεκαδικό ανάπτυγμα των αριθμών δεν 
επιτρέπεται να είναι στην µορφή µε τα άπειρα θ-άρια. Αν κάποιος έχει άπειρα εννιάρια, τον 


µετατρέπουµε στην ίση μορφή του. Π. χ. 2.45699909...Ξ3.45700000. 
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Ρ Ξαιαραι...αι({-- 99999...9(κ-Γ1)555...5. 


Π' 1 
Ισχύειότια«ρ'«ρ«Ρ, διότι: 
(} Το ψηφίο ({--Ι) τον καθιστά μικρότερο του Ρ, ότι κι αν ακολουθεί. 
(1) Το μέρος 999...9(κ 1-1) τον καθιστά μεγαλύτερο του α 
(ΠΠΗ προσθήκη τῶν π’ 51] πενταριών δεν επηρεάζει την διάταξη του μεταξύ τῶν 
α και ρ. 


Τότε όµως θα έχω [ (0) Ξ π’ 1, άτοπο! 


3.5». ΑΡΤΙΕΣ-ΠΕΡΙΤΤΕΣ ΚΑΙ ΠΕΡΙΟΔΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


1. «Ὑπάρχουν άπειρες συναρτήσεις που να είναι ταυτοχρόνως άρτιες και 


περιττές».Να εξετασθεί η αλήθεια ή µη του παραπάνω ισχυρισμού 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν 4 το πεδίο ορισμού µιας άρτιας και περιττής συνάρτησης, τότε, 
νχεά,και -χε4άκαι {(4)- {(-α)Ξ- {(). ΥχΕ4Α. 
Από πρώτο και τρίτο µέλος έχω 

1005-2249 -02/.)-0. 
Επίσης αν [(χ) - 0 τότε [(χ)- {(-α). 
Άρα η μηδενική συνάρτηση είναι η ζητούμενη. 
Λέγοντας όµως «μηδενική συνάρτηση» κατά σύμβαση εννοούμε το ευρύτερο σύνολο 
στο οποίο αυτή ορίζεται δηλαδή το ὃ. Όμως θεωρώντας οποιοδήποτε σύνολο 4ςὂ 
που είναι συμμετρικό ὧς προς το 0 λαμβάνουμε µια άπειρη οικογένεια μηδενικών 
συναρτήσεων της μορφής 

4-10} µε /9-0, 

οι οποίες είναι περιορισμοί της µηδενικής δε συμμετρικά ὧς προς το 0 υποσύνολο του 


6, οι οποίες θεωρούνται φυσικά ως διαφορετικές μεταξύ τους συναρτήσεις. 


2. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης / έτσι ώστε να είναι ταυτοχρόνως περιοδική 


και µη περιοδική συνάρτηση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Φυσικά και δεν υπάρχει τέτοιο «παράδειγµα» αφού αν υπήρχε θα 
παρεβίαζε την αρχή της αντίφασης της Αριστοτέλειας Λογικής. 
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Κάθε τι, ή είναι ή δεν είναι. Δεν μπορεί να είναι και τα δύο μαζί ή κάτι άλλο (Αρχή 

της του τρίτου ή μέσου αποκλίσεως). 

Με μαθηματική ορολογία ακριβέστερα έχω: 

Για κάθε πρόταση Ρ(4) ένα μόνο από τα δύο ακόλουθα θα συμβαίνει: 

ο Ἠθαείναι αληθής ή Ρ(4) 

ο ΄ἩΗ θα είναι αληθής ή--ι Ρ(4). 

Εάν µπορεί να δημιουργηθεί κάποια συζήτηση για τέτοια θέµατα θα συμβαίνει ένα 

τουλάχιστον από τα παρακάτω: 

ο Λεν αναφερόμαστε στην κλασική Δίτιμη Αριστοτέλεια Λογική 

ο Ο όρος «περιοδική συνάρτηση» δεν έχει το ίδιο περιεχόµενο στις δύο 
περιπτώσεις. 


Υπάρχει ο εξής ορισμός στην βιβλιογραφία για τις περιοδικές συναρτήσεις: 


ΟΡΙΣΜΟΣ Α: «Μια συνάρτηση θα λέγεται περιοδική, αν και μόνο αν υπάρχει 


ελάχιστη θετική περίοδός της.» 


Σύμφωνα µε αυτόν τον ορισμό η σταθερή συνάρτηση Γ όπως και η συνάρτηση του 


ΙΓ αν α΄ άρρητος 


ῬιτιςΠ]οί ε(ὸ-! | δεν είναι περιοδικές αφού γι’ αυτές δεν 


0 αν α΄ ρητός 
υπάρχει ελάχιστη θετική περίοδος. 

Πράγματι, αν Τεῦ για τη σταθερή συνάρτηση { έχω νυχεῦ, αἘΤεὂ και 
Τ(α ΣΤ) - {()Ξ 6 όµως δεν υπάρχει ελάχιστη θετική περίοδος, αφού αν υπήρχε 


κ. Τ : 
έστω Τ᾽ η ελάχιστη, τότε και η Ἢ θα ήταν µια περίοδος για την οποία ισχύει 


πκ 


Τ « 
-- «Τ άτοπο. 
2 
Επίσης κάθε ρητός αριθµός Ρ είναι περίοδος της συνάρτησης του Ριτιοπ]οί, αφού 


Ι (Αν χάρρητος, ρ ρητός, τότε χΕρΞ άρρητος) 
εΏερ)- -ε(). 


0 (Αν αχ ρητός, ρ ρητός, τότε χ - ρ -ρητός) 
Προφανώς, ελάχιστος θετικός ρητός δεν υπάρχει, άρα κι’ αυτή δεν είναι περιοδική 
σύμφωνα µε τον ορισμό Α. 


Αν όµως δώσουμε τον συνήθη ορισμό είναι περιοδική (Συνήθης) 
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ΟΡΙΣΜΟΣ Β: Μια συνάρτηση θα λέγεται περιοδική αν υπάρχει Τ εδ᾽, έτσι ώστε 
ΥχΕεΗ(Ώ. «ΕΤεΠΗ(/) και [(α) Ξ- Γ(α--τ)Ξ {(« τ). 
Ας σημειωθεί ότι µπορεί µε κάποιον άλλο ορισμό να µην απαιτείται χ-ΤεΗ(ῃ 


για συναρτήσεις µε πεδίο ορισμού π.χ. το (0,1ο0) 


3. Είναι γνωστό και µπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι αν Γ/ ὃ είναι περιοδική 


και παραγωγίσιµη. τότε γ'/ ὃ είναι επίσης περιοδική. Ισχύει το αντίστροφο; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γενικώς δεν ισχύει το αντίστροφο. α.χ. Έστω {: (α)-χ!ημχ 
υχ εὖὂ,η οποία δεν είναι περιοδική. Αν δεχθούμε ότι είναι, τότε θα υπάρχει Τ εὖ " 
;α11Τ)-Ξ {() υχεῦ-» 
χ1Τη{ημ(αΕΤ)Ξ-χ{ημ, ὗχεῦ-» 


ημχ-ημίχ{Τ)-1Τ, υχεῦὂ-» 


οη{-Τ]{-«Τ}-7. νχεῦδ-»(Τ-0) 


Τ Τ -- 
συν] χ-- Ξ . νχΧΕΟ άτοπο, 


-2ημ-- 
ΠΡ 


: Ρ Τ δ Ρ 
διότι η συνάρτηση συν» .. 7) δεν είναι σταθερή. 


Επίσης / (4) Ξ1-- συνχ είναι περιοδική µε πρωτεύουσα περίοδο Τ᾽ --2π, αφού 


Ρα 127) 11 συν(2π-χ) Ξ115συνχ- |), νχεθ. 


3.6. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΛΕΙ ΜΑΤΟΩΝ 
Α. ΣΧΕΣΕΙΣ ΠΟΥ ΔΕΝ ΕΙΝΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
α) Λαμβάνουμε ένα υποσύνολο του καρτεσιανού γινομένου δύο συνόλων, το οποίο 
περιέχει μία τουλάχιστον δυάδα ζευγών της µορφής (αρ νι)» (αρ. ν») με γι γ.. 
β) Λαμβάνουμε δύο συναρτήσεις Γ:[α./]-»6 . 
και α:Ἠιδ]6. µε [α.β]ωρ.δ) «ὦ, 17 
/(ῶ5 κε) ν ε[α,β]ωγν.δ] και 
ορίζουμε µία νέα σχέση, ὡς εξής: - 


. αν ) 
Π(χ) Ξ : 
ε(χ) αν χε[γ,δ] 


Η ᾖ δεν είναι συνάρτηση, αφού εξ’ ορισμού, υπάρχει αρ ε[α.β]ῶ[γ,ὸ] και 


70ο) σ(ίαῃ). Δηλαδή για το ίδιο αρχέτυπο (το χρ) έχω δύο διαφορετικές 


εικόνες 


γ) Με γραφική παράσταση 


( Μια γραμμής που δεν µπορεί να παριστάνει συνάρτηση (δεν είναι ανάγκη να 


γνωρίζουμε την αναλυτική ἐκφρασή της) 


(1) Μιας γραμμής που δεν παριστάνει συνάρτηση και έχει γνωστή αναλυτική 


έκφραση (εξίσωση κύκλου, εξίσωση έλλειψης κ.ά.) 


(11) Κατασκευή µε Βένια διαγράμματα σχέσεων που δεν είναι απεικονίσεις. 


(ιν) Κατασκευή οιουδήποτε σηµειοσυνόλου που δεν είναι συνάρτηση (εσωτερικό 


γεώμ. σχημάτων κ.τ.λ.) 


Β. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 


α) ΓΝΩΣΤΕΣΣΥΝΗΘΕΙΣ ΜΟΡΦΕΣ 


(Ὁ 


(1) 


(ῑ 


(ν) 


(ν) 


(ντ) 


(ν13 


π 


Πολυωνυμικές: ία) - αμα” τα, χ᾽ 5..ταγχταᾳ με πεὸ, 


α; εὖ. 


Ῥμε-.Ἠζς ος 


«όπου Ρ(χ), Ο(χ) πολυώνυμα. 


ἄρρητες: Όλες οι µορφές που περιέχουν την ανεξάρτητη μεταβλητή κάτω 
από ριζικό ή υπάρχει δύναμη ανεξάρτητης μεταβλητής µε εκθέτη ανάγωγο 
κλάσμα. 

Εκθετικές: Συναρτήσεις που περιέχουν δύναμη µε την ανεξάρτητη 
μεταβλητή στον εκθέτη. 

4ογαριθµικές: Συναρτήσειςς που περιέχουν λογάριθμο ανεξάρτητης 
μεταβλητής. 

Τριγωνομετρικές: Είναι οι συναρτήσεις που περιέχουν ημίτονο, συνημίτονο, 
εφαπτομένη, συνεφαπτομένη, τέμνουσα ή συντέμνουσα ανεξάρτητης 
μεταβλητής. 

Αντίστροφες Τριγωνομετρικές: Οι αντίστροφες όλων των προηγούμενων 


τριγωνομετρικών: τοξ ημχ, τοξ συν χ, τοξ εφχ, τοξ σφχ, τοξ στεµκχ, τοξ τεμχ. 
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(ντ) Οι υπερβολικές αντίστοιχες των τριγωνομετρικών: Ὑπερβολικό ημίτονο 
(6ἰπ/ιχ), υπερβολικό συνηµίτονο (οο5/ιχ), υπερβολική εφαπτομένη ({8π|1χ), 
υπερβολική συνεφαπτομένη (οοί/ιχ), υπερβολική τέμνουσα (56ο/ιχ), 


υπερβολική συντέµνουσα (ο5ο/ιχ). 
Ακολουθίες: Κάθε ακολουθία είναι συνάρτηση µε πεδίο ορισμού το ὃ. 


Κλαδικές συναρτήσεις: Συναρτήσεις που αποτελούνται από δύο ή περισσότερους 


κλάδους, κάθε ένας από τους οποίους είναι από μόνος του µια συνάρτηση. 


Συναρτήσεις απόλυτης τιμής: Συναρτήσεις όπου η ανεξάρτητη μεταβλητή είναι 


εντός απολύτου τιμής. Συνήθως μετατρέπονται σε κλαδικές για να μελετηθούν. 


Συνάρτηση ακεραίου μέρους: Συμβολίζουμε µε [χ] και εἰναι «ο μεγαλύτερος 

ακέραιος που δεν υπερβαίνει το χ» ή ισοδυνάµως «ο μεγαλύτερος ακέραιος που είναι 

μικρότερος ή ίσος τοῦ χ». 

Π.χ. [-2]--2, [-2.6|--3, [-2.4]|--53, [-03]--1, [3]|-3, [2.6|-2, 
[0,3]--0. 


Ισχύουν οι ιδιότητες: 
(ὢ [χ]ἑχ«[χ]11 


(1) χ-[χ|10, 0-«δς1 


Ν 


({1) Ρο”. Κεο 


Συνάρτηση πρόσημο: Συμβολίζεται µε το 56η από την λέξη οἰσηιπι (: πρόσημο) 
-1 αν κς«ςῦ 
/Ω)-5ρηχ-! 0 αν χ-ο;. 
1 αν χ»0 
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Η συνάρτηση πρόσημο” 


Συνάρτηση δεκαδικό μέρος: Συμβολίζεται µε {1} {Γ(α)ξ{αξκ--[α] ισχύει ότι 
ΟΞς{χ}«1 νχεὂ και {-2}-0, {-2.6}-0,4, {-03}-0,7, {2}-0, {2.650.6. 
{0.3) - 0,3. 


α΄. 


Συνάρτηση του ΠἱγΙΟΠΙ6Ι: 


ῶ]ς αν α . 


0 αν α΄ άρρητος 

Πρόκειται για ένα ιστορικό αντιπαράδειγµα συναρτήσεως µε πεδίο ορισμού το ὃ και 
πουθενά συνεχής. 

Ουσιαστικά είναι το «πασπαρτού» των αντιπαραδειγµάτων. Κατατάσσεται στις 
«παράξενες» συναρτήσεις, αφού η εξέλιξη και η πρόοδος του Απειροστικού 
Λογισμού βασίστηκε στην µελέτη φυσικών φαινομένων που στην ολότητά τους 
περιγράφονται µε συνεχείς συναρτήσεις ή τουλάχιστον κατά τμήματα συνεχείς. Αυτό 
ήταν πηγή αυθαιρέτων γενικεύσεων και λαθών της διαίσθησης στα οποία η 
συνάρτηση του ΠΙτὶςΠ]οί τα αντιπαραδείγµατα τις καταρρίπτει. 

Από καθαρά μαθηματική άποψη είναι κι᾽ αυτή µια συνάρτηση όπως όλες οι άλλες, 
μόνο που δεν ανταποκρίνεται στο σύνηθες νοητικό υπόδειγμα που έχουν οι άνθρωποι 


(και οι μαθηματικοί) για το τι είναι συνάρτηση. 
Σταθερή συνάρτηση: Είναι η συνάρτηση μετύπο {: [ίαΞς6, σεῦ. 


Ομοπαραλληλική συνάρτηση: Έτσι αποκαλούμε την απλή πολυωνυμική 
ΤΓ./α)ξαβμεαςθ,ςο. 
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Γραμμική συνάρτηση: Συνήθως έτσι αποκαλείταιη {: {(ία)-α:.χ, α-θ. 
Τριωνυμική: Γ: [(χ) -- αχ’ ΕβΧΥ, α-θ. 


Ομογραφική: πο ση Υ30, αὖ-ῥγ-0. 
ο 


Ας σημειωθεί ότι όλα τα προηγούμενα ονόματα τῶν διαφόρων μορφών 


συναρτήσεων, αφορούν μορφές στις οποίες έχουν γίνει όλες οι αλγεβρικές αναγωγές. 


ϱ) ΣΥΝΔΥΑΣΜΟΣ ΤΩΝ ΠΡΟΗΓΟΥΜΕΝΩΝ 
() Με πράξεις μεταξύ των συναρτήσεων /Γ56.,, . όπου αυτές ορίζονται 
5 


{19 Μέετην πράξη της σύνθεσης συναρτήσεων {οφ όπου αυτή ορίζεται 
Γ. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΦΡΑΓΜΕΝΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 


ΓΤ) Εκμεταλευόµαστε την πρόταση: 
«Αν [ 4. -»0Β και {2:4, -»Β µε Αι Ωά42Ξξ ΑΞ εἰναι φραγμένες στο 4. 
τότε και οι 
(0) Ἡ 5 Ώ είναι φραγμένη στο 4 
(1) ΠΤ είναι φραγμένη στο 4 


(11)  α-.ῃ. αςθ. είναι φραγμένη στο 4». 


2) Ομοίως εκμεταλευόμαστε την πρόταση: 


«Αν η /Γσυνεχής στο [α, ῥ]., τότε η Γφραγμένη στο [α, β]». 


Δ. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΑΡΤΙ(ΟΝ-ΠΕΡΙΤΙΥΩΟΝ ΚΑΙ ΠΕΡΙΟΔΙΚΩ͂Ν 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 


ΑΡΤΙΕΣ: 
α) Παίρνουμε μία τυχαία συνάρτηση { µε συμμετρικό ὡς προς το 0 πεδίο ορισμού 
και σχηματίζουμε την συνάρτηση σ: σ(α)- {(α) -- {(--) που είναι πάντα άρτια. 


β) Το γινόμενο δύο αρτίων συναρτήσεων είναι µια νέα άρτια συνάρτηση. 
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γ) Το άθροισµα ή η διαφορά δύο αρτίων συναρτήσεων είναι άρτια συνάρτηση. 

ὃ) Αν η { είναι άρτια, τότεκαιη | {| είναι άρτια. 

ε) Αν σ| 4. όπου 4 συμμετρικό ὡς προς το 0 σύνολο, {| και σάρτια, τότε η 
/ορ εἰναι άρτια. 

στ) Αν σ| 4, όπου 4 συμμετρικό ὥς προς το 0 σύνολο, ο περιττή, { |0 άρτια, τότε 
7ος άρτια. 

Ὁ Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση της οποίας οι εκθέτες όλων τῶν δυνάμεων του χ 
είναι άρτιοι, είναι άρτια. 


η) Αν /Γ περιττή και παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισμού της, τότε η /’ είναι άρτια. 


ΠΕΡΙΤΤΕΣ 
α) Παίρνουμε μία τυχαία συνάρτηση { µε συμμετρικό ὡς προς το 0 πεδίο ορισμού 
και σχηματίζουμε την συνάρτηση ο: σ(α)Ξ ο που είναι πάντα 


περιττή. 

β) Το άθροισμα ή η διαφορά δύο περιττών συναρτήσεων είναι περιττή συνάρτηση. 

γ) Το γινόμενο άρτιας επί περιττή συνάρτηση, δίνει περιττή συνάρτηση. 

δ) Αν η / είναι περιττή συνάρτηση και “1--1”, τότε η ΓΙ’ και η οποία είναι επίσης 
περιττή. 

ε) Αν σ| 4. περιττή και /Γ|ὁ περιττή. τότε { ο ϱ| 4 είναι περιττή. 

στ) Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση µε περιττούς εκθέτες τῶν δυνάμεων του χ, είναι 
περιττή συνάρτηση. 

Ὁ Αν { είναι άρτια συνάρτηση και παραγωγίσιµη, στο πεδίο ορισμού της, τότε η {’ 


εἶναι περιττή. 


ΠΕΡΙΟΔΙΚΕΣ 

α) Θεωρούμε µια οποιαδήποτε συνάρτηση Ὦ / 4) -[0,α) η οποία έχει το παρακάτω 
γράφημα: {ο 

Από την {ᾳ. µε επαγωγικό τρόπο, μπορώ να παράγω τις 


συναρτήσεις: "ο 
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{η(α) Ξ Γο(α-- πα)/ 4, -[πα,(ηΕ1}α) 
ΤΕ.) ω-πα)’/ 4 , -[-πα,(--η--1)α) 


Οι γραφικές παραστάσεις των {;, ΓΤ, προκύπτουν µε παράλληλη µεταφορά κατά 
τον άξονα αχ’ της γραφικής παράστασης { κατά π:α δεξιά ή αριστερά, 
αντιστοίχως. 
Τελικά η συνάρτηση /|θ που έχει κλάδους τις συναρτήσεις 
Γι] 4, Ξ[κα,(κ- ία). κ ερ είναι περιοδική µε περίοδο α. 
β) Αν η /|4, εἶναι περιοδική µε πρωτεύουσα περίοδο Τ»0, αγ. και βεῦ, 


τότε η συνάρτηση ο: σ(α)Ξ Γίαχ- ϱ) στο πεδίο ορισμού της 


Ας Ξ ρ εδ:Ηνεάρια- 7 , Η είναι περιοδική µε πρωτεύουσα περίοδο - 
γ) Από ειδικές περιπτώσεις γνωστών περιοδικών συναρτήσεων: 
(Ὁ) /:/(})-αηµ(βχ-γ)1-ὃ έχει πρωτεύουσα περίοδο Τ- - (0350, α-Ο). 
(1) σ:ρ(χ) - ασυν(βχ 1-γ)- ὃ έχει πρωτεύουσα περίοδο ΤΞ ο (0350, α-0). 


(11) Π:}(χ)-α:εφ(βχ1-γ)1- ὃ έχει πρωτεύουσα περίοδο Τ- 7 (0350, α-θ). 


(ν) φ:φ(χ) Ξ-α-σφ(Ρχ-γ)1-ὃ έχει πρωτεύουσα περίοδο Τ᾽ -- 7 (0350, α-Ο). 
(Νν) {}1Ώ}-Ξας-[αχ]{-Ρ, α»θ. Ρεῦ είναι περιοδική µε πρωτεύουσα 
7 1 
περίοδο Τ---. 
α 


δ) Αν /|0 είναι “1-17 και σ| Ας περιοδική, τότε και η ο α | 4, εἶναι περιοδική. 


ε) Αν. Γ|6 τότε καιη /’ |Ο περιοδική 
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4. ΟΡΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 


4.1.ΥΠΑΡΞΗ ΚΑΙ ΜΗ ΥΠΑΡΞΗ ΟΡΙΟΥ 


1. Να παρατεθούν εκφράσεις µε όρια. οι οποίες στερούνται νοήματος ορίου, 


λόγω µορφής του πεδίου ορισμού τῶν συναρτήσεων. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


α) πι 


χ--»-Γοο 


Η έκφραση Ίπι ίν αχ -χε1 -.) α «0 δεν έχει νόημα ορίου, διότι το τριώνυμο 


χ-»Ἔοο 
αχ’ -χ11] έχει διακρίνουσα Δ-]-4α»θάρα έχει δύο διακεκριμένες ρίζες 


πραγματικές, ρ,, ϱ2, και η συνάρτηση έχει π.ο.Φ( /)ζ[ρι,ρ,] . Το -οο δεν είναι 


σ.σ.του Η 4 ), άρα δεν έχει νόηµα ορίου η έκφραση ]1Π1 (αν -χ-]- κ), α-θ. 


χ-λτοο 


β)Αν {:[α1οο}-» ὃ µε /(κ)-ψχ-α. 


τότε: η έκφραση [1π1 {(χ) δεν έχει νόημα, διότι το -οο δεν είναι σ.σ. του Η ( . 


γ) Αν { (χ) -γχ-]εγαχ᾿ -7χ-2, τότε για να ορίζεται η συνάρτηση . πρέπει 
(χ-150} και χ᾽ -3χ 1250 «»χε{}ω[21οο)-- Η(χ). 


Η έκφραση Ἠπ1 (χ) στερείται νοήματος, διότι το 1 είναι μεμονωμένο σηµείο του 
χ-»ὶ 


πεδίου ορισμού της. 


χ᾽ --5χ-Γ6 


ὃ) Α -]οςο--------- 
) ΨΘ ; πσπες: 


. Η έκφραση Ππ1 (χ) επίσης στερείται νοήματος, διότι 
χι 


Η 4 )- (- οο,2) ω (3,γοο}και το 1 δεν ανήκει στο πεδίο του ορισμού της. 


2. Ένας φοιτητής που προγυµνάξει έναν υποψήφιο , του δίνει την εξής ρητή 
οδηγία: «Πριν ασχοληθούμε µε τον υπολογισμό ενός ορίου του τύπου 
χ-λαςξΙδ. η πρώτη µας δουλειά είναι να δοκιµάσουµε αν υπολογίζεται η τιµή 


της συνάρτησης για χΞα . Τότε υπάρχει σίγουρα το όριο!» 


Κατά πόσον είναι εύστοχη η υπόδειξή του; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
Είναι λανθασμένη. Η πρώτη µας δουλειά είναι να βρούμε το πεδίο ορισμού της 


συνάρτησης και το κατά πόσον το α είναι ή όχι σ.σ. του πεδίου ορισμού της {. 
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Στην περίπτωση γ) του προηγούμενου ζητήματος, για χΞΙ έχω Νχ)Ξ0. Παρ’ όλα 


αυτά, ο όριο της Γστο 1 . δεν έχει νόημα. 


3, Να παρατεθούν παραδείγματα ορίων, για οποία να έχει νόημα η κατ᾽ αρχήν 


αναζήτησή τους, αλλά τα οποία τελικώς να µην υπάρχουν. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


1 
ΠΗ”, ΧΞ0 
Χ 


α) Γιατην /(κ) - θα δείξουμε ότι δεν υπάρχει τελικά [πι /(χ). 
χ-»0 


Παρατηρούμε ότι Η(] }ε ὃ και το 0 είναι σ.σ. του Η(] ), άρα έχει νόηµα κατ᾽ 


αρχήν η αναζήτηση του ορίου. 


Θεωρώ τις ακολουθίες κ -- κ και νε -- πω 
π π (1Η1- 4π)π 
Ισχύει ότι χ, -»0και χ, -»0. 
: ς ο 
Όμως, πι Γ (ας) Ξ {πιημ-----Ππιημ(ηπ)-0 και 


1-00 Π-λο0 χι 


Π-λο0 1-00 


[πι /(α,) - ος ΠΤ -] 
χι π--»οο 2 
Δηλαδή, 11πΥγ ία, ) --π1γ (αἱ) και επομένως το πι { (χ) δεν υπάρχει. Επίσης, η 
χ-»0 


1 
συνάρτηση ηµ-- ὡς φραγμένη, δεν µπορεί να έχει όρια τα -ο0 ή -οο. 
χ 


-]ιαν χε] ε 8 
δεν υπάρχει το όριο της στο ΧΞΙ. 
αν χ»] 


β) Για τη συνάρτηση /(χ)- 


Αν υποθέσουμε τι υπάρχει το [πι 7 (χ)-1. τότε νε»0, υπάρχει 


χ-1 


ὃ-δί(ε]» 0: χε(Ι-δ]-ὃ), κ» 1. τότε |/{α}--1|«-ε. (1) 
Αν χ»Σ], τότεη (1) δίνει Ι-ἠ«ε ᾿ (2) 
Αν χ«1, τότεη (1) δίνει |-ἰ-ίικε. (3) 


Με πρόσθεση κατά μέλη των (2) και (3) έχω: 
2-][-11ε1ε{|ςἑ[-Πη-]}-[εΠ-|-1-ἠς2ε-» 


2«7λε-» 
ε»] 
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Η τελευταία σχέση, θα έπρεπε να ισχύει νε», όµως αυτό δεν συμβαίνει π.χ. 
για εξ Ἔ 
2 
Ἐπομένως,η { (χ) δεν έχει πεπερασμένο όριο στο 1. 
Επιπλέον είναι και φραγμένη προφανώς, αφού --ἷς { (χ) «1. 
Άρα, δεν υπάρχει το ΠπῚ τν (2; 


. 1 
Υ) Το |{π1--ημ-- δεν είναι πραγματικός αριθµός. 
χ-0 χΧ Χ 


κ. 
Πράγματι η συνάρτηση { (χ)--ημ-- θεωρείται ότι δεν έχει όριο στο 0, 
ων 


(σύμφωνα µε την άρνηση του ορισμού σύγκλισης στο 0) όταν «3ε20: σε κάθε 
διάστηµα του μηδενός να υπάρχουν χι, χλ που να ανήκουν σε περιοχή του 


μηδενός, και |7(χι)- /(α;}5 ε. 


Αν θεωρήσω ὡς διάστηµα του μηδενός της µορφής (α.͵0)ω (0, β}-- Η και 


χι Ξ χο Ξ . µε η κατάλληλα μεγάλο ώστε χ,,χ» ΕΗ, οσοδήποτε 
2πη 1- -- 
», 


μικρές και να είναι οι απόλυτες τιμές τῶν α, β., τότε: 


1 1 1 1 
μαι) - {α.]- ] 'ημ ] ] ᾿'ῃμ ] - 
2π“ 2πη ΟΠΕ Σπ Ε5 


π π π π 
-|2πη:ημ!2πη]}--| πη ἠ--- |:ημ| 2πη 1--- | -Ὁ-| 2πη---|-ημµ-|-Ξ 
υ ή ἽΝ Ἴ πονῇ 


4η 1-51] 
2 


-4:111 ὅπ. 
ο: Ὁ 


Ξ- πε -αι 
2 


Οπότε αρκεί να θεωρήσω Ως ε το - και άρα το όριο της { (χ) στο 0 δεν υπάρχει. 


1 
ὃ) Το |{π1εφ-- δεν υπάρχει. 
χ-0 χ 


1 
Πράγματι, αν θεωρήσω τις ακολουθίες χ, -------»0και χ, - -» 0, τότε 


πη 2πη 1-5 
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Λίνι)-- εϕ--Τ----εφᾶπη -0 -»0 


2πή 
1 


2πη ες 


/{χ’}- εφ τοὅπηνς|- ορ -ἰ »]. 


Δηλαδή, Ππι ία, ) Ξ0-ε[- πι κ ; επομένως η έκφραση [ΠῚ σφ στερείται 
νοήματος πραγματικού αριθμού ή να είναι --οο ή να είναι -οο. 
ε) Η συνάρτηση { (χ) Ξ συνχ. δεν έχει όριο στο Ἴοο. 
Πράγματι, αν χ, - 2ππ -» 150, χ, --(2π-1}π-» 1ο0. 
Τότε, Γ{α͵)-- συνΖηπ--1-»1 
πα |- συν(2η 4-1}π---1-» -1. 


Άρα δεν υπάρχει το |1π1 συνχ. 


χ-»-Ε0 


Ομοίως και όταν χ-ὺλ»-οο. 


4. Να δοθεί ένα παράδειγµα συνάρτησης /Γ:0 -» ὃ για την οποία υπάρχει µόνο 


μία οριακή τιµή σε ένα σηµείο του πεδίου του ορισμού της. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω: /{Γ:6 -» 0 µε 


ο] ε να αν χρητός | 


-χ, αν χάρρητος 


1 1 ΝΣ Ρ 
Τότε η Γέχει όριο στο χι ο και μάλιστα [ΠῚ ; (χ) Ξ σον δεν έχει όριο σε κανένα 


χ-δ-- 
2 


άλλο σηµείο του 
Πράγματι, µε το ακολουθιακό ορισμό της συγκλίσεως θα έχω: 


Μ 1 1 ; 
Έστω, χ, ΕΟ και ε.α κ. ο νηπεο. 


: ἂν χ, ρητοί όροι 


σ 
5: 
Ώ 
13 


- ἂν χ, ρητοί 


171 


Θέτοντας «εκαι επιλέγοντας νε»0 ὃΞε ικανοποιείται ο ορισµός της 


Ι 
τες 
2 


Ρ 1 , ; 1 
σύγκλισης στο 7 και όριο είναι το . 


Για κάθε άλλο σηµείο χρ - : με αῃεὂ μπορώ πάντα να βρίσκω ακολουθία ρητών, 
έστω χ,, που να συγκλίνει στο χο. 

Δηλαδή, χ, - αρ, τότε και Γΐα, ) -χ, -» Χρ. (1) 
Επίσης, μπορώ να βρίσκω ακολουθία αρρήτων, έστω χ, που να συγκλίνει στο αυ. 


Δηλαδή, χ, -» χρ, τότε και /α΄ |- 15 οί (2) 


1 
και από (1), (2) έχω χρ :1--χρ «» χα ο. 


1 
Δηλαδή, δεν υπάρχει το πι { (9), όταν χο ; 


Χ-» Χρ 


5. Υπάρχει συνάρτηση [:ϱὃ -»0 η οποία δεν έχει οριακή τιµή σε κανένα 


σημείο του Η(] }; 


τς - 1, αν χρητό 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην /:6 -»0: 5] ρητος | 


0, αν χάρρητος 


Ισχυριζόµαστε ότι δεν υπάρχει το πι/ (χ) εδ. 


α-»ξ 
Πράγματι, αν ἕ ε ὃ τότε πάντα υπάρχει ακολουθία ρητών (χ,), και ακολουθία 
αρρήτων ( χ, ) που συγκλίνουν στον ἆ Δηλαδή, 

χ, -»ὅ, από Ὑπεὸ, χ, -»έ,χ, πό πηεὸ. 

Τότε, γ(χ,)--1-»1. 

Τότε, γ{α’ }-0--»0. 


Άρα, Ἅ]ίπι Γ(α) ἕ εδ. 


χ-δς 
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6. Ένας φοιτητής της Πληροφορικής εκθέτει σε φίλο του φοιτητή των Μαθηματικών 


ένα πρόγραµµα υπολογισμού ορίων συναρτήσεων της µορφής ]1π1 { (χ). Σύμφωνα µε 


αυτό (χονδρικά) έχουμε: 


() 


(1) 


(13) 


(ν) 


Αν το χο δεν είναι σηµείο συσσωρεύσεως του Η 4 ), τυπώνει «Δεν έχει νόημα 
το όριο). 


Αν το χ) είναι σ.σ. του Η(|) και χι ἑ«Η(|), το πρόγραµµα υπολογίζει το 
τ (»» )και το τυπώνει ὡς όριο. 

Αν το χ) είναι σ.σ.του Η(} ), αι 6 Η(1} και αῃ εδ , το πρόγραµµα υπολογίζει 
το Γ{α,--ακαι Γ{αι-α). όπου α-- 10. και µε την προὐπόθεση ότι έχουν 
και οι δύο τιµές νόημα. Αν είναι και οι δύο ίσες (µε κάποια προσέγγιση) και αν 
είναι μεταξύ κάποιων προκαθορισμένων φραγμάτων φ και -ϕ (φ20) τυπώνει 
το { [ου κα) ως το (κατά προσέγγιση) όριο. Αν όμως είναι οι τιµές 
μεγαλύτερες από κάποιο φράγμα 0 (050) ή μικρότερες από κάποιο --θ (050). 
τυπώνει την ένδειξη «το» ή «-οο» αντιστοίχως, ενώ όταν οι τιµές { δν -ᾱ), 
Τ᾽ ον, --α) διαφέρουν πάνω από ένα προκαθορισμένο φράγμα σ, τυπώνει 
ανάλογες ενδείξεις αν στο χ᾽ είναι πεπερασμένο ή άπειρο και στο α 
πεπερασμένο ή άπειρο. (Δεν µας ενδιαφέρουν λεπτομέρειες σε αυτό το 
κομμάτι του προγράµµατος). 

Αν το 2) είναι σ.σ. του Η(] )» κια Η(1} και ας «6, (δηλαδή το χ) είναι --οο ή 
-οο) τότε όταν χ -» 100, το πρόγραµµα υπολογίζει την [ (ιο "και Τίαι κα). 
και αν τη βρει «πολύ μεγάλη» (δηλαδή μεγαλύτερη από ένα εκ τῶν προτέρων 
φράγμα) τυπώνει «1ο». Ομοίως για το -οο υπολογίζει την { ιο, και 


αποφαίνεται αναλόγως. 


Ο φίλος του φοιτητή των Μαθηματικών, του είπε ότι το πρόγραμμά του είναι μάλλον 
για τον σκουπιδοτενεκέ, ότι χρειάζεται διόρθωση γενναία, παραθέτοντάς του 
αντιπαραδείγµατα. Προσέθεσε μάλιστα, ότι όταν ακοή { (χ) -) -οοποτέ δεν 


μπορούμε να είμαστε βέβαιοι. 
Μπορείτε εσείς να παραθέσετε αντιπαραδείγµατα και να υποδείξετε τις «τρύπες» και 
τα αδύνατα σηµεία του προγράµµατος; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Τα (1) και (11) είναι άψογα, αλλά τα προβλήματα αρχίζουν µετά. 
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το. κ. 1 
Για το (11). Αν { (χ) Ξημ-/ο- {0}και θέλω να υπολογίσω το Ἠπιημ--. τότε αυτό 
χ χ-»0 Χ 


δεν υπάρχει ( ). Οιτιµές { [ο - ο και / [ο Ε ο) θα βρεθούν ίσες και 
μάλιστα ανάµεσα στο --1 και 1. 

Έτσι το πρόγραµµα αποτυγχάνει παταγωδώς. Για µια κάποια διόρθωση, µπορεί να 
προταθεί να υπολογίζονται πολύ περισσότερες τιµές, μάλιστα µη συμμµετρικές ως προ 
το χι. δηλαδή /ίαι -107!) γ{χι ιο) τι -1θο]..'ς.-1θεΠΓ --ὰῑ 
{ία Κ193}/α, -105} /ΐα, τ ΜΝ -1079) και μόνο αν είναι όλες 
«κοντά» σε κάποιον πραγµατικό να αποφαίνεται το πρόγραμμα ότι συγκλίνει σε 
αὐτόν, αλλιώς να εκτυπώνει ὀτι «δεν υπάρχει το όριο». Για τις περιπτώσεις 
χ-»χ),χ--} Χρ μπορούν να γίνουν ανάλογες προσαρμογές. 

Για την περίπτωση (Ιν) παρατίθεται το εξής αντιπαράδειγµα: 

/(α}- ημχ/ ὅ ,το [πι ης δεν υπάρχει, αλλά το Γιοῦ" }/[ο7 ος } 

και μόνον όταν «πλησιάζουν» σε κάποια τιµή «πολύ κοντά» να τυπώνει το 
πρόγραµµα ότι υπάρχει το όριο, αλλιώς να τυπώνει «δεν υπάρχευ (ούτε τώρα είναι 
απολύτως ασφαλές το συμπέρασμα). 

Επίσης, αν σ(α)Ξ της, το [Π| «ημ- δεν υπάρχει. 

Το σ[1075) µπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιµή μεταξύ -.107θ και -10΄, 

Επομένως, και εδώ πρέπει να υιοθετηθεί από το πρόγραμμα ο υπολογισμός 
περισσότερων τιμών, δηλαδή να πάρουμε µια (πεπερασμένη αναγκαστικά) ακολουθία 
που να «τείνει» στο 1ο0π.χ.10'', 10” 10.100 καινα εξετάσουμε τις αντίστοιχες 
τιμές { (ον ] ΡΖ (02 ) ο οτι Πύ55) και να αποφανθούµε αναλόγως. 

Γενικώς, ο Η/Υ λειτουργεί µε πεπερασµένες πράξεις και µε όριο υπολογισμού, όσον 
αφορά το πλήθος ψηφίων. Άρα µε µια τέτοια λογική, πάντα θα υπάρχουν 
αντιπαραδείγµατα που θα ξεφεύγουν από το πρόγραμμα, α.χ. αν πάρω την 
π(χ) - 105 .ημχκαι προσπαθήσω να υπολογίσω το [πι 10΄"ημαχ, τότε το πα 


χ--»Ἔοο 

θα είναι µια τιµή μεταξύ -10΄", 100 και µπορεί να θεωρηθεί ως 0, ενώ ούτε αυτή 
συγκλίνει. Αν αντί για µια τιµή υπολογίσει ο Η/Υ πολλές, πάλι θα καταλήγει σε 
νούμερα κοντά στο 0 και εύκολα µπορεί να αποφανθεί ψευδώς για τη σύγκλιση, αφού 
πάντα θα έχει όριο, όπου όταν οι διαφορές μεταξύ των τιμών της συνάρτησης τῆς 
πεπερασμένης ακολουθίας θα γίνονται αρκούντως μικρές (όριο Η/Υ) να 
«αποφαίνεται» (ψευδώς φυσικά). 

Το καλύτερο για ένα τέτοιο πρόγραµµα είναι να αναγνωρίζει τις συναρτήσεις, να 
έχει µια βάση δεδομένων ισχυρή (µε έτοιμα όρια, γνωστών συναρτήσεων) να 
μπορεί να εφαρμόζει τον κανόνα του ΠΤ’ Ηοδσρία! και ουσιαστικά να «μιμείται» τον 
υπολογισμό που κάνει ένας ἄνθρωπος πράγμα που είναι κατορθωτό ήδη από 
εξελιγμένα επί τούτω προγράµµατα (Μαήιεπιαῖίεα 4). 
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7. Να εξετασθεί αν ο παρακάτω ορισμός της σύγκλισης είναι ισοδύναμος µε 


έναν αντίστοιχο κλασσικό ορισμό της σύγκλισης: «{ίπι { (χ) Ξ 6» εάν και μόνο 


εάν «Υπάρχει υπεραριθμήσιμο πλήθος ακολουθιών 


(αλ ᾿Χ, -»λῃ»., «1. ΝΠΕΝ ,γιατις οποίες ισχύει {{1,)-»έ» 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι λανθασµένος και θα αποδείξουμε την αναλήθεια µε 


αντιπαράδειγµα. 


: 1..- 
Θεωρώ ἘΞ νεο - 0). 
-- 1 
Αναζητώ το όριο Ημιημ--. 
χ-»0 Χ 
Υπάρχει υπεραριθμήσιμο πλήθος ακολουθιών της μορφής χ, , - πας ε (0:1). 
π:π 


Επειδή το πλήθος τῶν στοιχείων του (0,1) είναι υπεραριθμήσιμο και οι ακολουθίες 
χμ είναι υπεραριθμήσιμες. 


Για όλες ισχύει χ,, “δθκαια,, 30 νπεὸ. 


Επίσης, Τί, Ξ- ἠμ-.- -ημππ-Ο-»0. 


17 


2 


----------»0 
(11-4π}π κα 


Όμως το ΠἩπιημ--. αφού υπάρχει ακολουθία (ν,):ν, - 
χ-»0 Χ 


γ.:0 Ὑπεὸ και ἠ»)-π[πε]-ι-ι. Δηλαδή, /(α,) -» 0 για κάθε 


ακολουθία, όπως απαιτεί ο κλασσικός ορισμός. 


8. Να δοθεί κατάλληλο παράδειγμα, από το οποίο να φαίνεται, ότι ο 
ακολουθιακός ορισμός του ορίου κατά Ηοἷπε σε σχέση µε τον «ε, ὃ» ορισμό 
κατά ΟααςἮν έχει ισχυρό και ουσιώδες πλεονέκτημα και άρα θα πρέπει να 
συνυπάρχει κι αυτός παράλληλα και συμπληρωματικά στα εγχειρίδια ή 
συγγράμματα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η ουσιώδης διαφορά των δύο ορισμών είναι η εξής: 
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ο Ο «ε, ὃ» ορισμός απαιτεί την εκ τῶν προτέρων γνώση του Ἡπι { (χ). αλλιώς 


χ-}λχῃ 
δεν μπορεί να εφαρμοστεί. 
ο Ο ακολουθιακός ορισμός δεν απαιτεί την εκ των προτέρων γνώση του 


[πὶ /(χ). 


χ-}χΧ0 


Συνεπώς, σε θέµατα που δεν γνωρίζουμε το όριο της συνάρτησης ή δεν μπορούμε να 
το υπολογίσουμε µε απλή αντικατάσταση (για τις συνεχείς συναρτήσεις σε σ.σ. τοῦ 
Π.Ο. τους) ο ακολουθιακός ορισμός παρουσιάζει πλεονέκτημα. 

Το παράδειγµα: 


1 
«Να υπολογισθεί ο όριο ]1π1 45] αν υπάρχει». 
χ-»0 χ 
Σε µια τέτοια διατύπωση: 
ο Δεν µας δίδουν την οριακή τιµή. 
ο Δεν μπορούμε να την υπολογίσουμε µε αντικατάσταση αφού Β(/β)ΞζΚλὶ {0) 
και η συνάρτηση για χΞ0 δεν έχει νόημα. 
ο Το να θέσουμε µια τιµή κοντά στο μηδέν και να υπολογίσουμε την τιµή της 
συνάρτησης είναι παρακινδυνευμένο και εν πάση περιπτώσει μόνο ὡς εικασία 
έχει χρησιμότητα. 


Έτσι, θεωρούμε χ, ακολουθία, µε κ, -»0και χ,-0 Ὑπεὸ. Ως τέτοια 


; 1 
επιλέγουμε την χ, ---. 
Ἰ 


Τότε [ία͵)- ᾽ 
η 


ο η 
1 1 


ολ... 


Τι συμπέρασμα βγαίνει τώρα; 

«Αν υπάρχει το όριο, τότε αυτό θα είναι 1». 
Με αυτό το δεδομένο, μπορούμε τώρα να εξετάσουμε αν εφαρµόζεται ο «ε, ὃ» 
1 
χ'|-|-] 
χ 


κατά «απο ορισμός, δηλαδή νε»0, 3δ»0:0«μ]«δ-» «8. 


Από τον ορισμό της συνάρτησης του ακεραίου μέρους έχω: 
Ξ|ε1-|1|15 
ΝΕ ΝΡ: 


(4) 
1 ΠΡ 
χ χ μα 
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οπότε: Αν χ20, τότε µε πολλαπλασιασμό της (1) µε το χ έχω: 


ο... 
χ 


-κενσ]τιεον 
κ. 


(2) 


ΕΙ 
χλστ 
Χ 


Ἡ 


Αν χτ0, τότε µε πολλαπλασιασμό της (1) µε το χ έχω: 


- µί 


ο... 
χ 


Αρ. 
χ 


(3) 


-κ»ήξ-ηχ5 
Χχ 


ΠΡ 
Ὦν 


Συνεπώς, αρκεί νεεθνα επιλέγω ὅ-ε, οπότε θα εκπληρούται ο ορισμός της 


«[-ή-Η 


Από (2) και (3) έχω: 


εχ. χει, 


1 
σύγκλισης, δηλαδή πω] - 
χ-» χ 
Να σημειωθεί, ότι υπολογισμός µπορεί να γίνει και µε την μέθοδο τῶν 


ισοσυγκλινουσών συναρτήσεων. Αν πολλαπλασιάσω και τα τρία µέλη της (1) µε 


1 
50, θα έχω Ί-ας 1} «Ικαι παίρνοντας το όριο έχουμε 
χ 


τις ΠΠ ισπ Μπ τ] Ξ]. 


χ-»0᾽ χ χ-»07 χ 


ας. Ι ; Ρ ; ᾿ 
Ομοίως {1π1 2| --|Ξ], οπότε υπάρχει το όριο στο 0 και είναι 1. 
χ 


χ-»0᾽ 
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9. Κατασκευή εξίσωσης η οποία περιέχει όριο συνάρτησης σε χο που τείνει 


στο Ίοο,με»δ αγνώστους και µε µία λύση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την παρακάτω εξίσωση ὠςπροςα, β, γ, ὃ. ε. 


ΗΠῃ να) 1-χ᾽ 4- -- (αχ -- βχ᾿ αγ: εὃχεε]-0«»{α-0) 


χ-}οο 


κα 
ο. ενα τα(ανδν ο .. - .. ε/-ο5 
χ χ 


χ-}ο0 χ χ χ χ 


ΠΤΙ 11 το 5 α Ρ 
χ-λητοο χ χ χ᾽ 


τα, Οτο ο. 1 1 δι. 3 ο δ. 6 
[π1χ π ασε α κε Ξ03 


χ--»-γοο χ-}ήοο χ χ 


οο-([|-α-0-0-0-0)-0-»0 
οο-{1--α)--0 (1) 
Από την (1) έχω ότιαν |--α--0. το όριο δεν είναι ποτέ ίσο µε, άρα πρέπει α-]. 


Θέτοντας α --1, έχω πλέον: 


Επι (να) 4 χ’-1--χ' -(βχ᾽ εγχ7 εδχεε]-0-» 


ο ερ Ἠ]-ο 
Πτα 
χο ψχ᾽Η-χ' εἰ Κα” 
πε) 
[πι Ξ (Δι᾽ εχ’ 1-δχ-εε) -0-» 
ως ή πο] (2) 
χ χ 


κε. [πὶ (βχ᾽ γα” «δχ-ε)]--θ-» 


«1-1 χ-}ήοο 


{π1 (Δι Ἐγχ᾽ ο. 


(ον Εγχ᾽ τσεεθ]το-» 


1 
[ΠῚ ῥ1ὁ -- πι 717 Ε πι ὃχ - χ-9 


χ-ληοο χ-λήοο χ-λήοο 


Για να ισχύει η (2) πρέπει /-γ-δ-0, οπότε και ε- Ξ 5 
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1 
Άρα, έχω την μοναδική λύση ία, β.γ,δ,ε) Ξ [1000 2) : 


Να σημειωθεί, ότι µπορεί να υπάρξει μία γενίκευση, όπου ο «βαθμός» του ριζικού θα 
είναι ἴσος µε το ῥαθμό του άγνωστου πολυωνύμου για οσουσδήποτε αγνώστους, όµως 


οι ενδιάμεσες τιµές θα είναι όλες μηδέν. 


10. Ισχύει γενικά το θεώρημα του ορίου σύνθεσης συναρτήσεων που έχει την 


ακόλουθη διατύπωση: 

«Αν μπι Γ{α)- π και πι σ(χ)- ύ., τότε: 
ἤ μπα (/()) 1 

ἡ ἥπιε (00) ε(η) 

ή ΠΠ 7ο}) δεν έχει νόημα». 


Να δοθούν αντιπαραδείγµατα για κάθε µία περίπτωση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


1 ανχ-0 1 
ὦ 9 -Μ εἰϑ- ήν ο καξ-} 
ανχ-0 
μπι γ(χ}-0 
1 
Τότε πο και Ίπι σ(/(4))Ξ0 (: -α(ο)-ο). 
Ππιρ(χ)-] χ-»4. 
2 
χ-»0 
αὐ) γ(α)- χ,ανχεῦ ος 1. ανχ-0 ΠΝ 
-]θανκεδ| ὃν ]0,ανχ-ο[᾽ - 
Ισ γ(χ)--0 
Τότε χ-»0 και [πι εί /(α)) δεν υπάρχει, αφού 
Ππισ(χ)-] ΚΙ 
χ-»0 
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η οποία ὡς γνωστόν δεν έχει πουθενά όριο. 


ευ) . 


0, ανχεΌ 


11. Να αποδειχθεί ότι όλες οι παρακάτω προτάσεις είναι ψευδείς! 


(Ὶ Αν [[π|/(α)- ὑτότε γ(χ)- /. 


{1} Αν η Γ δεν ορίζεται για χ--χι,τότετο ΠΠ /{ (χ) δεν υπάρχει. 


χ-}Χῃ 


(189 Αν [πὶ /(α) - ἐοοκαι [πη σ(χ)- 105, τότε Ππ]/(κ}- ε(]]- 0. 


(ν) Αν {πι|/(κ}- ύ» τότε και [πι /(κ)- 6. 


(ν) Αν [π1 /(α)- έκαι {πὶ σ(κ)-/, και γ(χ)« σ(χ) νχ που ανήκει στο 


χ-}1ρ 
κοινό πεδίο ορισμού τους, τότε 6, «/,. 


(ν) Αν τα |ίπι /{ [1 {ΠΠ σ(χ) δεν υπάρχουν, τότε δεν υπάρχει ούτε το 


χ-}λ χ-}Χᾳ 


{πα [/{α) Ἔ σα), ούτε και το ]1ῃ1 [/{α): σ(κ)]- 


χ-»λῃ Απταλῇ 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: (1) Δεν είναι αληθής. 
1. ανχ-ο 
-./ο-{ν σαν 


0, ανκ-θ 
πη /΄κ}- Ίσα /΄κ}-1 δηλαδή {πη/ίκ}- 1 και /(0) 03 {πη/ίχ). 
(1) Δεν είναι αληθής. 

α.χ.: /(χ}- --’ὃ -{0) 

Στο 0 η / δεν ορίζεται, όμως [1π1 /(α}Ξ 1ο 


(Π1}) Δεν είναι αληθής. 


2 1 
α.χ. ;(α)- ᾽ ,β(χ)- σ,Χο 50 
χ χ 
΄ . . 9 ; 2 ] 
Τότε: [πι /(α) Ξ 9ο, [πὶ (αχ) --ποο καὶ Ππα[/(α)- σ(χ)! .ἱ πη 2 2 | Ξ 
χ-»0 χ-»0 χ-»0 χ590] Χ χ 
... 1 
Ξ- Ηπι--σ Ξ -οο-θ. 
χ-590 χ 
(Ιν) Δεν είναι αληθής. 
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α.χ. ΠΕΝ ο | |/{α}-1 νχεδ. 
-1, αν χάρρητος 


Πππ|/(α}-1 (σαι ε ὃ) ενώ το {πι /(χ) δεν υπάρχει Ψχῃ ε ὃ (βλέπε και) 


χ-}Χῃ χ-}Χῃ 


(ν) /ί(α) . α΄ (00.09) σ(χ) Ξ5 χ᾿|. (01ο) /{α) « σ(χ) σχε (0.99), αλλά 
πια) 5 0 - Ππισ(α). 


χ-»0 χ-»0 


-1, αν χάρρητος ( 1. αν χάρρητος 
᾽ χ)}Ξ 
1. αν χ ρητός -.. ανχρητός 


(νί)α) /(κ)- | 
Οι δύο αυτές συναρτήσεις δεν έχουν οριακή τιµή σε Κανένα σηµείο του πεδίου 
ορισμού της. Το αποδεικνύω για την Γ και ομοίως για την ϱ. 

Έστω αι ε ὃ. Τότε υπάρχει ακολουθία ρητών χ, µε χ, -» Χρ καὶ χ, πα νη εὸ. 
Επίσης, υπάρχει ακολουθία αρρήτων χ,, µε αχ; -Σλαρκαι χ «χι Ὑπεὸ. 


Τότε, τα, νι και Ηα}--ι-»-1. 


Επομένως, Ἅ πι { (χ) με χρεῦ. 


χ-}Χῃ 


(- 1)-(Η- 30 .. αν κ άρρητος 
-- -- 


Όμως, ο - η ΗΚ [το νχεφ. 


Επομένως, 3|1π1 | /(χ)εσ(α}] -0 χιεῦ. 


χ-}λῃ 


β) Για το γινόμενο, επιλέγω τις ίδιες συναρτήσεις [και ϱ για τις οποίες ισχύει: 


ο Να”... 


και επομένως 31111 [/(α) -α(χ) ;- --] χρεῦ. 


12. Να δοθούν κατάλληλα αντιπαραδείγµατα, από τα οποία να προκύπτει, ότι 


όταν υπάρχουν τα όρια των συναρτήσεων 


ος (1ε κ), - ΤΠ, και Γοσστο αιεὂ δεν είναι απαραίτητο να 
5 


υπάρχουν τα όρια τῶν [, ο στο χ) 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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1 ὃ -] 6 
ο 95η ,. ανχρητός μα . ,, ανχρητός | 


-1, αν χάρρητος 1. αν χάρρητος 


τότε: 


(ο.02-0:/(4)-0-20. νχετ, ενώ δεν υπάρχει το όριο της {χ). σχ εδ 


Τα) ---Ξ--], αν χρητός 


εἰ) ---. αν χ άρρητος 


{ 


ο δηλαδή Ζω Ξ--ἰ Νκεθ και άρα υπάρχει το όριο της --(χ) νχεῦ,ενώοι 
5 5 


ο [οδενέχουν ὀριο νχεὂ. 


{(-1)Ξ1, ανχρητός | 


ο Για την σύνθεση συναρτήσεων, έχω (/,ϱ)(α)Ξ {{1)ΞΙ.. αν χ άρρητος 


δηλαδή (/Γοσ)(α)ΞΙ νκετἘκαι άρα υπάρχειτο όριοτης Γος Ὑχεῦ, ενώ οι /; 
5 δεν έχουν όριο πουθενά στο ὂ. 


;ί(-0-1»χ ρητος | 


ο Γιατογινόμενο συναρτήσεων έχω: {σ(α)- {(Ε(4))- .. Ξ]., χ αρρητος 


Δηλ. /σ(α)Ξ1 νυ χε] και άρα υπάρχει το όριο παντού στο ΚΝ ενώ οι { σ δεν έχουν 


όριο πουθενά στο ὃ. 


4.2. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΩ͂Ν ΟΡΙΩΝ 


Α. ΟΡΙΟ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΣΤΟ αχ, εὂ: 


α) Μπορεί να ζητηθεί το όριο µιας οποιαδήποτε συνεχούς συνάρτησης, σε 
οποιοδήποτε σημείο του πεδίου ορισμού τής, το οποίο ισούται-όχι πάντα- µε την 
τιμή τής συνάρτησης στο ίδιο σημείο (βλέπε και Β.4.].1.γ) 

/) Μπορεί να ζητηθεί το όριο και ασυνεχούς συνάρτησης στο χι, αρκεί να είναι 


εξουδετερώσιμη( ή άρσιµη ἡ αιρόµενη) ασυνέχεια. 
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Β. ΟΡΙΟ ΑΠΕΙΡΟ ΣΤΟ χι, εὖ: 


α) Αν γ: γ(α)- εία) :πεὸ χι σ.σ.του Η(/) και σ(χρ}5 0, ἠαι) 0 


(α--χ}''-κ(α) 


(δηλαδή δεν υπάρχει άλλος παράγοντας ίσος µε χ-- χρ). 


ε(α) 


Τότε ]{π1 { (χ) Ξ Ίοο (ανάλογα µετο πρόσημο του Ξ---, το οποίο πρέπει να είναι 


χ-}Χῃ ία ) 


σταθερό σε µια περιοχή του χ), οσοδήποτε μικρή). 


β)Αν {:{ (χ) Ξ εία) µετις ίδιες προηγούμενες προῦποθέσεις, τότε 


(α-χ)''' 1) 


μπι /{ (χ) δεν υπάρχει, αλλά υπάρχουν τα ]{π1 { (χ) και η { (χ) και είναι -ο0 ή -οο, 


χ-}λ Χ-}χ χ-}χρ 


ε(α) 


ανάλογα µετο πρόσηµοτου Ξ---. 


/χ) 
γ) Η περίπτωση (α) μόνο που στη θέση του (χ ἂν }” θέτουμε |χ αρ ; 
ὃ) Όρια ειδικών συναρτήσεων: 
(0) "πι ΜΗΧ Ξ --οο 
(1) ιν 


χ-»-- 
2 


(11) 11π1 εφχ -- 160 


π 
χ-}-- 
2 


Γ.ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΟΡΙΟ ΣΤΟ ο ΄Ἡ -οο: 


πα πμ ο 
α) Αν γ(χ)----" "Ἢ --, τότε 
Π η-] 
ῥα. 1β,ιχ' 1.15 βῃ 


: α, , 
(} [πι { (χ) Ξ---, όταν ηππι. 
χ-λ» του 


(1) πι { (χ) Ξ40. όταν πι. 


χ-λοο 


Τα ίδια όρια έχω και όταν χ -» -οο. 


β) Επι (αν -βχγ-γαχ᾽ «ΡΑΣ ]-0 [α-- α)). 
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; χ ᾧ ͵ : Σ 
γ) [ΠῚ Ξ ὲ : 9) Ξ0. όπου ένα τουλάχιστον από τα αι. α2.. αι είναι µη 
-- ἃ. κ αι Ἔανγᾶς 


μηδενικό και {χ) φραγμένη συνάρτηση. 
Αντί του πολυωνύμου του παρανοµαστή µπορεί να τεθεί οποιαδήποτε συνάρτηση 


[πὶ β(χ)-- 190 ἡ --οο 


χ-λοο 


ὃ) Όρια ειδικών συναρτήσεων: 


ντ) -σ-. 


χ--» Του χ 


Δ. ΑΠΕΙΡΟ ΟΡΙΟ ΣΤΟ -οο; 


Π Π-] 
- σιχ Ταιιὰχ Γεν αρ 


ες αρ, 0 
κ πο --7.-- 


α) Αν /(α) 


-..Ἂ] Ὁ 
τότε [πι { (1) Ξ 6ἰση : -ο0, αν ΠΡ7. 
χ-λοο 


π 


[11 Γ(α) -- ον | (ο) νο, αν πρπι. 


χ-λοο 
η 


β) Αν γ(χ)-α,χ" αι μΧ" -Ε. αρ. 


τότε Ππα { (4) Ξ- οἱφῃ (αι) οο ὃ 


χ-λοο 


[πι γ(χ) Ξ ἴση α, (--1)᾽ -οο. 


χ-λοο 


γ) Όρια ειδικών συναρτήσεων: 


(} Επι 6" -- 1ο0 


χ-λροο 


(11). Ππ|/πχ-- 100 


χ-δοο 
αἰεὶ, άν... ο 
(11) 11π1----- -- {60 
χ-λοο {ηχ 
᾿ ο ϱἳ 
(ν) πι --Ξ- οσο 
χ-}ρ1οο χ 


(ν) [πι ---οο α»θ. 


χ-λήοο χ 


Ε. ΜΗ ΥΠΑΡΞΗ ΟΡΙΟΥ: 


α) Αν [/ ὃ περιοδική και όχι σταθερή, τότε τα πι { (χ). μπι { (χ) δεν υπάρχουν. 


χ-}ήο0 χ-}-οο 
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- σ(χ), αν χρητός 
νην; 


τότε ]{π1 { (χ) δεν υπάρχει. 


χο» Χρ 


γ) Αν µία συνάρτηση γαχ) δεν έχει όριο όταν χ -» οο,τότεκαιη { [5] δεν έχει όριο 
ο 


1 
όταν αχ -»0 καιη ή δεν έχει όριο όταν χ -»α7 (α Σ 0). 
α 


σ(χ), ανχζα 


δλΑν /() | 


. σία) - π(α) και οι ο, ἠ, συνεχείς στον αντίστοιχο 
π(χ), ανχ»α 


περιορισμό τους, τότε δεν υπάρχει το Π1π1 γ᾽ (χ). 


ΣΤ. ΓΕΝΙΚΕΣ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ ΟΡΙΩΝ, ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
Ως ειδικές περιπτώσεις των παρακάτω παραδειγμάτων, μπορούν να κατασκευασθούν 
άπειρα ειδικότερα παραδείγματα. 


ὦ "πλ ]δ]-δ.{ι“|π]-ο (α./»0). 


αρ: α 


Πε :). 1. .-.ᾱ- 
χ 


1 


β) [π1 


χ-»0 


1 


"]Η-Ρ|χ]}-] α 
γ) πι Ξ 


χ-»0 χ πα 


; χα μα 
«όπου .πιεὃ᾽ και Ρ(χ)-α,χ" -α,Ιχ"᾽'...-αιχ. 


αχ” 1 βχ" 1γ 


δ) 11π1 - απ βπι, όταν α-βΗγ-0, .πι,η εὸ . 


χ-»] χ- 


"4 π --1 
δ ία αχλί -- ῥχ ο αἲβ. 


χ-»0 χ 2 


ϐ) [1π1 ψχ-α-«αχ-ο. 


χ-}ήο0 


9) 1{πῚ Μία καἷο. ϱ) --κ-- ο, {π1 γία ἑαἵχ: β]- χ]- -ο. 


χ-ρήοο 
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κχ κ 
ια)}Ηπ1---------. 
χ-»0 Λ 
.. ημαν α 
ιβ)[πι------- 
--οημρ. Ρ 
( 0, αν π»71 
1} 1 ον Ἶ' 41, αν π-πι 
Ἴ ο, αν «πι 
συν(α 1- χ}-- συνία-- κ 
ιδ) [πῚ ) } 2Ζηµα 
2 2 
συναχ--συνβχ -αᾱ 
15) Ηπι : ΕΙ ο 
χ-»0 χ 2 


ημίαα)- ημας. 


ἘΠ πακο-εία-5) 


ημ΄χ-ημα συνλα 


(Ο11 
ο) πι τα 2α 
.. ηµία-- 2χ)-- 2ηµία -- χ)- ημα 
1η) 1π1 ; Ξημα. 
χ-»0 χ 
εφία--2χ]-- εφία--αχ)-εφα 2ημα 
χ-»0 χ συνα 


βχ 
κ) [{π| ι - «) -ο”, 
χ 


χ-λοο 


: ο, αν πς«] 
κα) πι [ ῃ Ξ-46, αν ηΠΞ]/. 
χ 


χ-}οο 


1. αν π»] 


α”, αν περ᾽ και β/-θκαι α-θ 
οο, αν περ καιβ-α-θ 


αν ΞΟ 


ας αν περ” 
| 0, αν περ; και ῤ-0 
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5. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΣ 


5.1. ΣΥΝΕΧΕΙΑ, ΑΣΥΝΕΧΕΙΑ.ΣΥΝΕΧΗΣ ΕΠΕΚΤΑΣΗ 


1. Να εξεταστεί η αλήθεια ή όχιτου παρακάτω ορισμού: 


«Μία συνάρτηση {| 4 θα λέγεται συνεχής στο αρῃ ε 4. εάν και μόνο εάν 


{π1 Γ(α) - {(αρ)». 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ο ανωτέρω ορισμός είναι ορθός μόνον όταν το αρ είναι σ.σ. του 4. 
Όταν το χρ είναι μεμονωμένο σηµείο του πεδίου ορισμού της {, τότε η | θεωρείται 
συνεχής σε αυτό. Σε μεμονωμένο σηµείο αρ δεν έχει νόηµα το Ππ1 Τα. 

α-δχρ 
Ο σωστός ορισμός είναι ο εξής: 
(ΗΠ /συνεχής στο χρ Ε 4) 
«σον ε»0 3 ὅ»0:χεαΑκαι|χ-χε|ςδ-»| γ(α)- Γ(αο}!|ςε). 


Ο ορισµὀς που ετέθη στην εκφώνηση έχει µια επιπλέον προὐπόθεση, δηλαδή 


(/συνεχήςστο χρἑε4Α)«»(νε»θἠδ»0:0«χ-χοκδ-5| γ(1)- {ίαρ) κε). 
Δηλαδή η διαφορά είναι η επιπλέον απαίτηση 0 «] χ-- χρ που δεν καλύπτει το τυχόν 
μεμονωμένο σημείο του πεδίου ορισμού. α.χ. η 

;: γα) Ξ ψχ-3ψ3-χ έχει Η(Ρ) - 0}. 
Ο ορισμός της συνέχειας στο χρ -3 εκπληρούται, αφού ν ε»ῦ, εκλέγω ὃ-ε»θ 
και για το μοναδικό στοιχείο του Π (1) ισχύει 
α)-αιΞ0θ«δ] ία) - {ία 0ς8. 
Σε περίπτωση που το πεδίο ορισμού περιέχει και άλλα στοιχεία (μεμονωμένα ή µη) 
εφόσον το αρ είναι μεμονωμένο, υπάρχει 
δ(αο.) 15 αο,Ρ)ΩΠ( 0) {χο}. 
Εκεί ν ε»0, θα εκλέγουµε ὃ - ῥ 20 καιθα εκπληρούται ο ορισµός της συνέχειας. 


Να σημειωθεί ακόµη, ότι η γνωστότερη κλάση συναρτήσεων µε μεμονωμένα σημεία 


είναι οι ακολουθίες, οι οποίες ὡς γνωστόν είναι συναρτήσεις α:Ν-» με 


ἃ -- ; ᾿ ᾿ ξ . ὲ 
ΝΡν----»α(ν) Ξα,. Όλες είναι συνεχείς σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού τους 
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(: σε κάθε φυσικό) αλλά το όριο σε ένα τέτοιο σηµείο (π.χ. Ι1π1α,) δεν έχει νόηµα 
ν-}3 


διότι το 3 ή οποιοσδήποτε άλλος φυσικός δεν είναι σ.σ. του Ν, γι᾿ αυτό και 


υπάρχουν όρια ακολουθιών µόνο στο 1-ο0 που είναι και το μοναδικό σ.σ. του Ν 


2. Να αποδειχθεί ότι ο περιορισμός ασυνεχούς συνάρτησης {σε σηµείο χρ σε 
ένα διάστηµα διάστηµα που περιέχει το χρ , είναι δυνατόν να είναι συνεχής 


στο αρ. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Για τη συνάρτηση { 


-1 αν κ«0 


1 αν χ720 


;α) -Ἴ | έχω ἴπι /(χ) --1-: [πη /()-1--/(0). 


Δηλαδή η Γ δεν είναι συνεχής στο χρ -0, αλλά αν θεωρήσω τον περιορισμό 
σ- Γ/0.:οο) έχω ότι 


ἴπι β(χ) -1-- βίθ). 


3, «Αν µια συνάρτηση έχει ὡς γραφική παράσταση μόνο “μεμονωμένα σηµεία” 
(δηλαδή δεν υπάρχει ούτε ένα τµήµα της από “συνεχή” γραμμή, τότε η 
συνάρτηση είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της). 


Είναι αληθής η ανωτέρω πρόταση: 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής. Ως αντιπαράδειγµα θα βρούμε συνάρτηση, η οποία έχει 
ως γραφική παράσταση μεμονωμένα σηµεία, δεν έχει ούτε ένα τµήµα της γραμμή και 
είναι συνεχής παντού. 


Τέτοιο αντιπαράδειγµα είναι µια οποιαδήποτε ακολουθία. Εδώ επιλέγουμε την 
1... 1 

;:70) ---0 η οποία όπως γνωρίζουμε συμβολίζεται συνήθως ὡς α, --- και η 
χ Π 


οποία είναι συνεχής παντού. (Βλέπε και Β5.5.1) 


4. «Μια συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα σύνολο 4. όταν το γράφημά της 
μπορεί να σχεδιαστεί µε μονοκονδυλιά., δηλαδή χωρίς να σηκώσουμε το μολύβι 


από το χαρτί». 
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Εξετάστε την αλήθεια του προηγούμενου ισχυρισμού. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής. α.χ. η 
;τ/(ὸ --- Γι) ύ (0 ο) 
χ 


είναι συνεχῆς σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της, αλλά στο 0, παρουσιάζει 
«άπειρο πήδημα» και άρα σχεδιάζουμε δύο ξέχωρους κλάδους , σηκώνοντας την 
γραφίδα σχεδίασης! 

Για να είναι αληθής ο ισχυρισμός σε ότι αφορά το συμπέρασμα, θα πρέπει να τεθεί ο 


εξής πρόσθετος περιορισμός: 

Η Γνα έχει πεδίο ορισμού διάστηµα της µορφής [α,/Ρ] ἡ [α,β) ή (α./] ἡ (α,β) ή 

(-οο,α) ή (α. το). 

Πρέπει όµως να λάβουμε υπόψη µας και το εξής 

ο Αν η {ορίζεται στο [α,β] (και δεν έχει άπειρη κύμανση ή άπειρο μήκος η 
καμπύλη ή έχει πεπερασμένο μήκος , αλλά κάνει άπειρο πλήθος ταλαντώσεων) 
τότε μπορεί να σχεδιαστεί εξ’ ολοκλήρου. 

ο Αν η έχει άπειρο μήκος δεν σχεδιάζεται ποτέ µε μονοκονδυλιά, διότι θα 
χρειαζόμαστε άπειρο χρόνο! 

ο Αν η | σε ανοικτά πεπερασμένα άκρα του πεδίου ορισμού της έχει µη 
πεπερασμένο όριο τότε έχει άπειρο μήκος και δεν σχεδιάζεται ποτέ. 

ο Ομοίως η [σε (ανοικτά) άπειρα άκρα του πεδίου ορισμού της έχει οποιοδήποτε 
όριο, ομοίως δεν µπορεί να σχεδιαστεί εξ’ ολοκλήρου. 

ο Ανη { έχει μεν πεπερασμένο μήκος, αλλά ταλαντώνεται άπειρες φορές, ομοίως 


δεν είναι δυνατόν να σχεδιασθεί εξ ολοκλήρου. 


Επομένως από όλα τα παραπάνω καθίσταται σαφές το εξής: 
«Το γράφημα µιας συνάρτησης σε ένα διάστηµα 4, είναι δυνατόν να σχεδιασθεί εξ 


ολοκλήρου µε μονοκονδυλιά αν η [Κ᾿ εἶναι συνεχής σε αυτό , και αν η [ έχει 


πεπερασμένο μήκος στο διάστηµα και αν ή [ δεν ταλαντώνεται άπειρες φορές. ». 


5. Ένας φοιτητής ισχυρίζεται ότι ανεκάλυψε ένα κριτήριο συνέχειας µιας 
συνάρτησης [σε σηµείο του πεδίου ορισμού της. 


Σύμφωνα µε αυτό, «Μια συνάρτηση {είναι συνεχής στο χρ ε Η(γ) και χρ σ.σ. 


του Η([). εάν και μόνο εάν [11|/ίχο -ε)-- [ία --ε)]--0». 
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Μπορείτε να τον διαψεύσετε; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση ζ/:0-»0 για την οποία 


0 αν χ:0 


κθ-| 


η οποίᾳ δεν είναι συνεχής στο 0, αφού 
ΓΕ αν χ-0 


Ππι γ(χ)-Ο-1- (0). 

χ-»0 

Σύμφωνα όµως µε το «κριτήριο» του φοιτητή, ισχύει 
Ππι[1(0-ε)-- {(0-- ε)]- Ππι[}(ε)-- [(-ε)]-- πι {(ε)-- [πὶ {(-ε)Ξ0--0-0. 
Ε-»0᾽ Ε-»07 ε-»07 ε-»07 


Δηλαδή θα πρέπει η [να είναι συνεχής στο 0, πράγμα άτοπο. 


Συνεπώς το κριτήριο είναι αναληθές. 


6. Είναι γνωστό ότι «Αν η µία συνάρτηση είναι συνεχής σε σηµείο αῃ και 

70ο) Ξ0. τότε υπάρχει περιοχή του χρ» στην οποία η [ διατηρεί το πρόσημο 

της τιμής /(χρ)». 

1) Να αποδειχθεί ότι η υπόθεση της συνέχειας στο χρ είναι αναγκαία για την 
ισχύ του συμπεράσματος 

2) Να βρεθεί συνάρτηση που να μην είναι συνεχής στο χρ αλλά να ικανοποιεί 


το συμπέρασμα της προτάσεως. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 9) Για την συνάρτηση /:[0,1-» ὁ με 
1 αν 0,2] 
Τα) | χε|θ,2]λί Ἰ ισχύει: 
-1] αν χ-] 


ο Ηδεν είναι συνεχής στο 1. 
ο [(])--ι«θ0. 
ο Επι Τ(4)ΞΙ. Άρα αν δεχθούμε ότι υπάρχει µια περιοχή του 1 στην οποία η [να 
είναι αρνητική τότε 
Ἄδλδθικεί([--.-οὸ) (α)«0 (1) 
Όμως η (1) είναι αληθής µόνο για χρ -1, ενώ το διάστηµα (1 -- ο, -- ὃ) έχει και 
άπειρους άλλους πραγματικούς, για τους οποίους ισχύει {(4)Ξ120. Άρα η (1) 


είναι άτοπη σχέση. 
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Δηλαδή βρήκαμε παράδειγµα συναρτήσεως ασυνεχούς σε κάποιο σηµείο του πεδίου 
ορισμού της, που δεν ικανοποιεί το συμπέρασμα του θεωρήματος γι’ αυτό το σηµείο. 
Έτσι η υπόθεση της συνέχειας είναι αναγκαία. 

Όμως , αν µια συνάρτηση είναι ασυνεχής σε σηµείο χρ, είναι δυνατόν να διατηρεί 
το πρόσηµό της σε περιοχή του αρ. 

Αυτό συμβαίνει στο παρακάτω: 


χ ε[θ,2]λ Ἡ 


1 
Ὁ /:/Θ-|; - 


Η Γείναι ασυνεχής στο 1, αφού {(}-2-1- πι γ(χ) «Επίσης {0} -2» 0. Όμως 
χ-λ 


16)50 ν χε[ο2] άρα και σε οποιαδήποτε περιοχή του 1. 


7. Είναι γνωστό ότι το άθροισμα και το γινόμενο συνεχών συναρτήσεων σε 
σημείο αρ » είναι συνάρτηση συνεχής στο αρ. 


Να αποδειχθεί ότι το αντίστροφο δεν ισχύει. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα δείξω ότι υπάρχουν {, 6 και χρ του πεδίου ορισμού τους για τις 
οποίες να ισχύει {[:α και /Γ-- 6 συνεχείς στο χρ, αλλά οι [και ο να είναι ασυνεχείς 


στο αρ. 
-], αν αχ τό ΕΙ. αν κα τό 

θεωρώ ω-! ώς - κα «5 ο - 
-1], αν α΄ άρρητος -1, αν α΄ άρρητος 


οποίες είναι ασυνεχείς σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού τους. 


-111, αν χ ρητός -{6 α΄. ρητός | 


Όμως (/ εε)α)- /α)γε(α)Ξ- - 
Ἐ--1, αν α΄ άρρητος 0, α΄ άρρητος 


Δηλαδή (/-- σ)(α)Ξ0, σκεθ., συνεχής παντού. 


᾿ -1, αν α΄ ρητός . 
Επίσης ου [--ι ΥΧΕΟ. 


-1, αν α΄ άρρητος 


Δηλαδή ({: ο)(χ) ---1 υ χε, συνεχής παντού. 


8. Να δοθούν παραδείγματα συναρτήσεων ορισμένων στο ὃ έτσι ώστε: 


() ΗΠ να είναι συνεχής παντού 


(1) Η ἢ να είναι συνεχής παντού, πλην πεπερασμένου πλήθους σημείων 
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ασυνέχειας 
(19) Η ἢ να είναι συνεχής παντού, πλην αριθµησίµου πλήθους σημείων 
ασυνέχειας 


(ν) Η , να είναι συνεχής παντού, πλην υπεραριθµησίµου πλήθους σημείων 


ασυνέχειας. 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
Ὁ Π:ταξΞι, νκεὂ 


. Ι, αν χεδλά 
(1) λιπώ-! | 


0, αν χε4-ἰαι,α»»...α.}ςΟ 


{1} {, ΛΩ51 


Ι, αν χεδλὸ 
0, αν χεὸ 


ι Ἱ. αν ΧΕΟΛΙΟ] 
(ν) {, ΛΣ] | 


0, αν χε[0,] 


Οι αποδείξεις είναι στοιχειώδεις, λαμβάνοντας υπόψη ότι το ὃ (εξ᾽ ορισμού) είναι 


αριθμήσιμο σύνολο και το [0,1] υπεραριθµήσιμο (διαγώνιο επιχείρημα του Ο8πίοτ). 


9. Να εξετασθεί αν υπάρχει συνάρτηση {. η οποία 
ο είναι ορισμένη στο ὃ 


ο Είναι ασυνεχής υ αρ εὂ 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση του Ῥιτιοη]εί εκπληροί τις τεθείσες συνθήκες 


ἠ:κω-|ς αν χ ρητός } 


0, αν α΄ άρρητος 

Έστω αῃ ρητός. Τότε {Γ (αρ) -1. Επίσης, υπάρχει ακολουθία αρρήτων χ, :χ, -» χρ 
και χ, “Χρ ν πεὸ. Γ(αι)Ξ0-.05 (αρ) 51. Δηλαδή η / δεν είναι συνεχής σε 
κανένα ρητό. 

Έστω αῃ άρρητος. Τότε [(χρ) Ξ 0. Επίσης, υπάρχει ακολουθία ρητών χ/ : χ, -» χο 
και χ', “Χρ ν η’ εὸ. [(α;)-]-}1-5 (αρ) 0. Δηλαδή η { είναι ασυνεχής και 


σε κάθε άρρητο. 
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Τελικά [ ασυνεχής υ χρ ε Ο. 


10. Να εξετασθεί, αν υπάρχει συνάρτηση η οποία: 
ο Είναι ορισμένη στο ὃ 


ο Είναι συνεχής σε ένα σηµείο α εὖ 


ο Είναι ασυνεχής σε κάθε άλλο σηµείο διάφορο του α. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Συνάρτηση που εκπληροί τις ανωτέρω προῦποθέσεις είναι η: 


2α-χ, αν α΄ ρητός 
χ, αν χ άρρητος 


15] 


ο Είναι ορισμένη σε όλο το ὃ 


ο (Θα δείξω την συνέχειά της στο χρ -α, µε χρήση του ακολουθιακού ορισμού: 
Έστω χ, -»α,µεχ,-α ν πεὸ. Τότε 


2α-αξα. αν α ρητός 
κα-[ 


α, αν α άρρητος 
δηλαδή /(α) -α και 


[2α-α,-αξα-α,ιζ]α-α], αν χ ρητός 
|χ. -αἠ, αν α΄ ἀρρητος|᾽ 


αι) -/(α) . 
Δηλαδή 
αι) (αλ Ελα, ναι εδ. (Ὁ) 
Επομένως Νν ε » 0, επιλέγοντας δε, και λόγω της (1) ισχύει 
|, -αἰκδ-»|/ία;)-͵ία)!κε. 
ο Θαδείξω την ασυνέχεια της { σε κάθε 
χρ Ἔα. (2) 
Έστω ακολουθία αρρήτων χ, :χ, -»χρ καὶ χ, παρ Ὑπεὸ. 
Τότε Γ(α/)ξαι -» χο. 
Έστω ακολουθία ρητών χ’ :χ, -»α και χ' -α υπεὸ. 
Τότε (αχ)) - 2α-- χ', -»2α--αρ. Όμως χρ :2α--χρ (λόγω της (2)). 
Έτσι η / δεν έχει όριο σε κανένα άλλο σηµείο χρ εὖ µε χρ κα. 


Επομένως είναι ασυνεχής σε κάθε αρ-α. 
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11. Να εξετασθεί αν υπάρχει συνάρτηση {. η οποία 
ο λα είναι ορισμένη στο ὃ 
ο Να είναι συνεχής Ὑ χρ είαι,α»»....α.} ςὃ 


ο Να είναι ασυνεχής ὑ χρ αι.α;»....α-} 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θέτουµε {Γ:Κ-» με 


ο ΘΝ αν α΄ Ρητός | 


0, αν χ άρρητος 
1. Έστω αρ είαι;α;,....α.} τότε Γ(αρ)Ξ0. Έστω χ, -» χρ καὶ χ, παρ Υ πεὸ. 
Τότε: 
() Αν η χ, έχει τελικά άρρητους όρους, τότε η {(α,͵)Ξ 0 τελικά, δηλαδή 
{Γαι) »0- (ο). 
(1) Αν η χ, έχει τελικά ρητούς όρους, τότε η 
Λία.) -{., --αὐία, --αλ)..{α, -ας) -»0-- /(αο). 
(11). Αν δεν συμβαίνει ένα από τα δύο προηγούμενα, τότε η χ, διαχωρίζεται 
σε δύο υπακολουθίες, η µία ρητών α, που συγκλίνει στον α; (1«ἱςκ)και 
η άλλη αρρήτων α’, που συγκλίνει επίσης στον α,. Τότε 
Λία.) Ξία, --αι]ία, --ᾱὖ)..{α, --ᾱκ) -»0. 
Τα) Ξ0-»0. 
Άρα /{(αι) -»6- (ο). Δηλαδή η Γ συνεχής στο χρ, αρ Ε{αια2....,ακ}. 
2. Έστω αρ είαι,α;,....α,} τότε ο χρ µπορεί να είναι ρητός ή άρρητος. 
(α) Αν Χρ άρρητος τότε {(αμ)Ξ0θ και υπάρχει ακολουθία ρητών: 


ντ}, -» Χρ και γ, αρ ν πεὸ. Όμως 


/0,)Ξ(00, -αὐς», --ᾱι)..(ν, -ᾱ)) -» ο) --αιία, -ᾱ))..(α. -ᾱ.)-0-- Γία). 
Άραη /Γ εἰναι συνεχής στο αρ. 

(6) Αν χο ρητός, τότε /(χϱ) -(9 -α])(χο -α»)..(Χρ --α.)} 5:0. Ὑπάρχει 
ακολουθία αρρήτων γ/, : γ', -» χρ καὶ γ', «χρ Ὁ πεὸ. 


Τότε {(1/)Ξ0-203 {(αμ). Άραη / είναι ασυνεχής στο αρ. 
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12. Να βρεθεί, αν υπάρχει συνάρτηση /,η οποία 
ο λα είναι ορισμένη στο ὃ 


ο Χα είναι συνεχής σε άπειρο αριθμήσιμο σύνολο 4 


ο Να είναι ασυνεχής υ χρ 64. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση { 


ημχ, αν χ ρητός 
τω. 
0, αν χ άρρητος 


Είναι ορισμένη στο ὃ (προφανώς) 


Είναι συνεχής στο 4 --{κπ:κε ὶ που είναι αριθμήσιμο αφού τίθεται σε “1-17 


και “επί” αντιστοίχιση µε το ὃ µέσω της 6:μκο-| (2κ 1 0 
-- κ -- .. Ων κ -« 


2κ, αν κ Ἷ 


κεο. 


Έστω αῃεά. Τότε 3 }εΡ:χρ-}π και 


ημθ, αν ΛΞ0 


ο [ δηλαδη {(π)-0 νλερ. 


0, αν (λ-0 άρρητος 
Έστω ακολουθία ρητών τελικά χ,:χ, -»λπ και χ, «λπ υπεὸ. Τότε 
,ίαλ}Ξημχ, -» ημλπ-0- (ἀπ). 

Έστω ακολουθία τελικά αρρήτων χ/ :χ', -»}π και αχ -λπ συ πεὸ. Τότε 
Γία/)Ξ0-»0- Επ). 

Αν έχω µια οποιαδήποτε ακολουθία ν, διάφορη των δύο προηγούμενων, τότε, 
οσοδήποτε κοντά στο ἐπ υπάρχει και ρητός και άρρητος όρος. Δηλαδή η ν, 
µπορεί να χωριστεί σε δύο υπακολουθίες, που η µία να έχει µόνο ρητούς όρους η 
α, και η άλλη µόνο αρρήτους η α; και οι οποίες (σύμφωνα µε τα προηγούμενα) 
θα τείνουν στο }π, ενώ 


Γί(α,)Ξημα, -»ημλπ-0- (Απ) 


{ία,)Ξ0-»0- [(Απ) [5 ου ο- 2). 


Δηλαδή Ν ακολουθία ν, με νι, -δλπ και ν,-}π Ὑυπεὸ, έχω 


ΙΓ) -»6- {(1π).άραη/Γείναισυνεχής Ὑχρεά. 
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ο Έστω αῃ 64, τότε 
ο να ΨΥ λερ και αρ ρητός (1) 
«Τότε { (αρ) Ξ ηµαρ 3 0 (λόγω της (1)) 
Έστω χ, ακολουθία αρρήτων µε χ, -» Χρ (ία, αρ πεὸ). 
Τότε {(α͵)Ξ0-»0- Γ(χο)» άραη { συνεχής και για κάθε ρητό. 
Έστω αρ 6 Αα, τότε χρ -}π υ λεβ και χρ άρρητος. 
Τότε ᾽ίαρ) 50. Υπάρχει ακολουθία ρητών χ’;χ', -»χρ και χ' «Χρ Ὑπεὸ. 


Τότε /(χ;) Ξ ημχ, -ὃ Ώμχρ ο) Άραη / συνεχής ναρ64. 


13. Να βρεθεί παράδειγμα συνάρτησης {: 
ο Να είναι ορισμένη στο διάστηµα [0,1] 
ο Να έχει άπειρα αριθµήσιµα σηµεία ασυνέχειας στο [0.1] 


ο Να είναι συνεχής σε κάθε άλλο σημείο. 


0, αν ο 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: /:[0,1]-»6 µε {Γ(α)Ξ 1 
-, αν χΞ 
η 
. ; ᾿ ο. ; . 
Πράγματι, οι όροι της ακολουθίας α, --- εἰναι άπειροι, αριθµήσιμοι και 
η 


1 1 1 1 ς Ν 
ή ---ο-|πι](χ). Αν χ,-}-- κα χρ--- νεο, τότε τελικά, 
η), Ἡ ος πρ πρ 


ζίαι)Ξ0-»0- ' ο] 
Πρ 


10 


Μια εξήγηση για το “τελικά”: 


: Σ 1 : 1 2. 1 2 
Ψπῃ, υπάρχει περιοχή του --- και συγκεκριµένα η 4- .... 
πρ πρ πρ] πρ πρ] 


1 
που δεν περιέχει κανέναν ρητό της µορφής σι Συνεπώς ν χΕἑε 4 ᾖ(α)Ξ0 και άρα 


και /{ (αι) Ξ 0 τελικά. 
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14. Να βρεθούν δύο συναρτήσεις {,.56: 


᾿ ᾿ ΗΝ ; - 
α) Η { να µη είναι συνεχής στα σηµεία 1, ον ος και συνεχής παντού 
αλλού. 
᾿ : ᾿ 11 ΠΗ ' 
ϱ) Η σ να µη είναι συνεχής στα σηµεία 1. οσο αν και 0, και συνεχής 
παντού αλλού. 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
0Ο απ--, ΗΞ 1.22... 
α) /{(α)Ξ 1 η .Ἡ απόδειξη στο προηγούμενο. 
-, αἱ . ΠΞΙ,2.3. 
η η 
1 
0 χ--, π-1,23, 
β) εία)- Ί 
αι 
η 


15. Να αποδείξετε, ότι αν η { είναι συνεχής στο [α. ῥ]. τότε κατασκευάζεται 
µία συνάρτηση σ η οποία να είναι συνεχής στο ὃ και για την οποία να ισχύει 
4) - δία), ν χε [α,/]. 

Με κατάλληλο αντιπαράδειγµα να αποδείξετε ότι για διάστηµα (α, β) γενικά 


τούτο δεν είναι δυνατό. 


Τα), χτα 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζω σ:0 -»0 µε σ(α)Ξ« Γ(α) αξακςβν. 
{(Α), χ»Ρ 


Η ο προφανώς είναι συνεχής στο ὃ, εκτός ίσως από τα σηµεία α και β όπου πρέπει 
να εξετασθεί η συνέχεια λεπτομερώς 

μπι α(χ) Ξ ε(α) - {πι ϱ(α). 

χ-λα χ-σα 
Ομοίως και το ῥ. 


Όταν όµως έχω ανοικτό διάστηµα τούτο δεν είναι δυνατό πάντα, όπως φαίνεται και 
από το παρακάτω παράδειγµα: 


1 
ΝΕ --Μω . 


197 


Ἡ { είναι συνεχής στο (0,1). Αν όµως υπήρχε σ:σ(1)- [11 70) τότε σ(1) -- 1ο0 
χ-» 


άτοπο. 


16. Δώστε παραδείγματα συναρτήσεων, ορισμένων στο αρ έτσι ώστε: 


Ὁ {π1 {(χ) -- {πι Γ(α), είναι πεπερασμένα και διάφορα τοῦ {(αρ) 
χ-»χὸ 0 


Χ-}χῃ 
(δηλαδή αιρόµενη ασυνέχεια µε επανορισµό της τιμής στο χρ-πρώτου 
είδους) 


{}Ὶ [πὶ [(χ}-:.π| {(α). είναι πεπερασμένα και διαφορετικά και τα δύο µε 
χ-»χὸ χ-»Χῃ 


το /(χρ) 
(1) πὶ {() πι /(χ), είναι πεπερασμένα και /(χρ) Ξ πι /(χ) (δηλαδή 
χ-}χ0 χ-}χ0 χ-»0 


συνεχής αριστερά-πρώτου είδους ασυνέχεια) 


(ν) [πὶ - πι γ(χ), είναι πεπερασμένα και /(αρ) Ξ Ππι {(4) (δηλαδή 
χ-}χ0 χ-0 


χ-}λ0 
συνεχής δεξιά-πρώτου είδους ασυνέχεια) 


(0) [πὶ - {πι {(α). είναι πεπερασμένα και δεν ορίζεται η /(χρ) (αιρόµενη 


χα) χ-χῃ 
ασυνέχεια µε κατάλληλη επέκταση του πεδίου ορισμού) 
(ν) Το αῃ είναι σ.σ. του πεδίου ορισμού της συνάρτησης, υπάρχει το /(αχρ), 
αλλά δεν υπάρχει στο όριο στο αῃ, είτε από δεξιά, είτε από αριστερά, είτε 


είναι πεπερασμένο είτε άπειρο. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


1. αν χ:0 


ὢ ΛΙ ΛΩΞής αυ 


| πι Αα) "πὶ γ(α) 51 και /(0)--0. 
χ-»07 χ-»0᾽ 


Αν ορίσουμε νέα συνάρτηση Ριβο)Ξ-Τα) ν χ-0 και ;0)Ξ1 η 


ασυνέχεια αίρεται. 


1. .»0 
α)  ρτβρία)- 2 χ-οὶ, πὶ /Ω}-Ξ1-.-1 αι {ο(ά) και /(0)--2. Έχω 
χο” χ-»0᾽ 
-ἶἰ. χ«ο 


ασυνέχεια πρώτου είδους που δεν αίρεται. 
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χ»0 


} μι 6) -- /ί0}:1-Ξ "πι Γ0). Ἐδώ έχω 
χς0 χ-»0- χ-»07 


τ 1 
ΠΟΝΟΣ τ 
πλευρική εξ αριστερών μόνο συνέχεια στο 0. 


. ' . 1. χ20 
ὦ) Λλιλῶπὶ τρ 


| πι γ(α)-1-γ(0}--1- πι γ(χ). Εδώ 
χ-»07 χ-»0- 
έχω πλευρική εκ δεξιών µόνο συνέχεια στο 0. 


(ν) ο. δν [ζω ιω (0.1:οο). Όμως ὡς γνωστόν μπι ντ --], Επομένως 
χ 


χ-0 χ 


η ασυνέχεια αίρεται µε κατάλληλη επέκταση σε όλο το ὃ όπου 


ΞΕ 


-. . αν χ-:0 
;; ΠΕΣ Ξ} 2 
], αν χ-0 
: -0 
(ν1) {ς: Γε(α)Ξ Ἱμ ας. ο .Η {ς είναι φραγµένη κι άρα δεν έχει άπειρο 
0, χ-0 


όριο σε κανένα σηµείο του πεδίου ορισμού της. 


1 


Θεωρώ την ακολουθία χ, τα - -»0 και χ, :0 νπεὸ. 


πο ὃ 
2 


1 Ν 
Επίσηςτην χ, τα, -----»0 και χ,:ΟΥσπεο. 
2πη 


Τότε εί) Ξ πύλη ΞΕ :) -]1-»1 


Και ΠΤ} Ξημ(άπη) Ξ 0 -» 0. 
Δηλαδή βρήκαμε δύο μηδενικές ακολουθίες, για τις οποίες 


[π1 ᾿ε(χ)}5 πι {ς(αι). Άρα δεν υπάρχει όριο της {ς στο 0. Εκεί λοιπόν έχω 
π--»ή-ο0 π-»ήο0 


ασυνέχεια η οποία δεν µπορεί φυσικά να αρθεί. 


17. Να κατασκευάσετε παραδείγματα µε όλες τις δυνατές περιπτώσεις 


ασυνέχειας 2ης κατηγορίας σε σηµείο χρ του πεδίου ορισμού συνάρτησης. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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αυ. 
5 
-- 
-- 
ΡΕ 
δὲ 
κ 
| 
-------Ὄ------- 


ο Ιππιμ()--ο 
χ-»0᾽ 

ο ο, Π(α)Ξ0 

 /(0Ξ0. 


Δηλαδή είναι εκ δεξιών συνεχής στο 0, ασυνεχής στο 0. 


-χ, χε(!].0] 
(1) η ΜΡ το (α) - κ χ ε(θ 1) έχει: 
χ 


ο ΠΠ {2(1)-0 
χ-»0᾽ 


ο Ιππ(κ)-Ἴοο 
χ-07 


-. ος 
Δηλαδή είναι εξ αριστερών συνεχής στο 0, ασυνεχής στο 0. 
-. χε(ιο) 
χ 
(η :Γ)-!-2, χ-ο έχει: 
χ, χε 


«ο Ιππι(χ)-0 
χ-07 


5 Γπιλί)--ο 
χ-»0᾽ 


. Γί0--2. 
ο Δηλαδή η Γι είναι ασυνεχής στο 0 και δεν έχει πλευρική συνέχεια. 
.. χ:-0 
κ ο κα’ έχει 
2, χ-0 


ο Ιπ1ι(χ)-Ποο 
χ-»0᾽ 

ο Ιππ (χ)--οο 
χ-»0᾽ 


« 0-2. 


Δηλαδή η Τι είναι ασυνεχής στο 0 και έχει δεξιά και αριστερά όριο το 1-ο0. 


200 


ος χ:0 
(ν) η Το: /ς()Ξ χλ᾿ 
2, χ-0 


έχει: 


ο Ιππ [(χ)--οο 
.-»0 

ο Ιπι[(χ)--οο 
χ-»0᾽ 


ο {(0)-2. 


Δηλαδή η /ς είναι ασυνεχής στο 0, και έχει δεξιά και αριστερά όριο το --οο. 


χ:0 
χ-0 


έχει: 


1 
(νη η 7ο; /ο(α)Ξ χ᾽ 
0, 


«ο [π| πί)-Ἴο 
χ-0 

ο [π| ίχ)--οο 
χ-»0᾽ 


» /(0-0. 
Δηλαδή η /ςέχει εκατέρωθεν του μηδενός όρια --οο και --οο και είναι ασυνεχής 


στο 0. 


18. Είναι γνωστό ότι ισχύει: «Αν η { συνεχής τότε και η | [| συνεχής». 
Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης [ ορισμένης στο ὃ , η οποία να είναι 


παντού ασυνεχής, ενώ η | {| να είναι παντού συνεχής. 


Ι, αν α΄ ρητός 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η {:τ/{ ω-! είναι όπως εἰδαμε (Β5.1.9) 


-1, αν χ άρρητος 
παντού ασυνεχής. 


Όμος | [1 ΓΙ). νυ κεθ είναι προφανώς παντού συνεχής. 


19, Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης {:0 -»0 µε 
ια), ν χεῦ 4) 
η οποία να είναι συνεχής στο 0 (προκύπτει από το (1)) και η οποία να είναι 


ασυνεχής ν χ εὖ -{0). 


201 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Για κΞ0 η (1) δίνει 
ΙΘΠΟΕΙ/{ωΩΚ0. (2) 
Αλλά 
{950 νκεὂ. (3) 
Από(2)και(2)έχω|/(0Ξ0-/(0.-0. 
Έτσι, εξετάζοντας την συνέχεια στο 0 έχω: 
|/(}- ΘΕ! 700} 01170911 χ|. (4) 
Έτσι, ν εΣ0., λαμβάνοντας ὃΞ ε.έχω |χ-Οἰς τό | γο})- (0)! δηλ. η { συνεχής 
στο 0. 


Συνάρτηση που να εκπληροί και τη δεύτερη συνθήκη είναι η 


ἠ:»9- αν α΄ ρητός | 


0, αν α΄ άρρητος 
αφού είναι ασυνεχής υ χ εὂ --{0) (βλέπε απόδειξη εφ. 10 παρόντος κεφαλαίου) και 


ο αν α΄ ρητός | 


θ-« ΧΙ, αν α΄ άρρητος 


Δηλαδή | {() κα! νκεθ. 


20. Να αποδείξετε µε κατάλληλα αντιπαραδείγµατα , ότι δεν αληθεύουν οι 
παρακάτω ισχυρισμοί. 


(Ὁ Αν η [ συνεχής στο (α, ῥ] τότε η { παίρνει μέγιστο και ελάχιστο στο 


(α, β] 


1 
(19 Ανη / συνεχής στο χρ, τότε και η Ἔ συνεχής στο αρ 


(11) Αν η Γ παίρνει θετική τιµή σε κάποιο αρ ΕΠ (1). τότε υπάρχει περιοχή 
του χρ, στην οποία η Γ παίρνει θετική τιµή 

(ν) Ανη { συνεχής 

(ν) Αν η /Γ είναι µια συνάρτηση , τότε η5σ., µε ρ(χ)- γ(α’ 1χ᾽) είναι 
συνεχής 

(ν} Κάθε συνεχής συνάρτηση είναι φραγμένη. 

Για κάθε έναν ψευδή ισχυρισμό να γράψετε την επιπλέον συνθήκη ή 


περιορισμό που απαιτείται ώστε να είναι αληθής. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
ι 1 : 
(}) η Γ:(01]-»0 µε {Γ(α)Ξ-- είναι συνεχής ισχύει πι 7) - 1ο0, άρα η { δεν 
χ χ-» 


έχει μέγιστο στο πεδίο ορισμού της, επομένως είναι ψευδής. 
Για να είναι αληθές το συμπέρασμα του ισχυρισμού, θα πρέπει η [να ορίζεται σε 
κλειστό διάστηµα [α,β]. Η κλειστότητα του διαστήματος αποτελεί µια ικανή 


συνθήκη, αλλά όχι και αναγκαία. 
ος ο : 1 
(1) Αν {(0) ξα/0 και χρ -0, τότε η Γείναι συνεχής στο 0, όµως η ων είναι 


συνεχής στο 0, αφού εκεί δεν ορίζεται. 


Για να είναι αληθές το συμπέρασμα πρέπει κι αρκείτο {(αρ)-0. 


-1, αν α-θ 


(11) Έστω {9) | | . Τότε ᾖ{(0)Ξ120, αλλά δεν υπάρχει 


Εἰ. αν χ-0 
περιοχή του μηδενός για την οποία {(4) 20 αφού {(α)«0 Υκχεὸ-({θ. 
Για να είναι αληθές το συμπέρασμα πρέπει κι αρκεί η [να είναι συνεχής στο αρ. 


-ἰ. αν 1-0 


(ν) Αν Λο-| . ία” 1 χ}}-- ΓΕ) ασυνεχής. 


-1, αν κΞ0 
Για να ισχύει το συμπέρασμα πρέπει και η [να είναι συνεχής και να ορίζεται η 


σύνθεση της [µε την ἠ() -- χ΄ εκ /ὅ. 
(ν) Η [Ώ)- του - σσ) είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της αλλά µη 


φραγμένη, αφού Ππι εφχ -- --οο και Ππι εφχ----οο. 
χο χ-γ- 
2 
Μια αναγκαία συνθήκη για να είναι φραγμένη είναι να ορίζεται σε κλειστό 
διάστηµα ή αν ορίζεται σε ανοικτό ή ημιανοικτό, να υπάρχουν τα όρια στα ανοικτά 


άκρα και να είναι πεπερασμένα. 


21. Είναι γνωστό, ότι το άθροισμα συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής 


συνάρτηση. Να αποδειχθεί ότι αυτό είναι σωστό μόνο για πεπερασμένο πλήθος 


συναρτήσεων. 
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1 ; 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν Ἠ,(χ)---, ν χεῦ, τότε είναι γνωστό ότι ὡς σταθερές όλες οι 
Ἰ 


7; (απ εὸ) είναι συνεχείς στο ὃ. Όμως 


πο μ.ο... 


Δηλαδή το απειροάθροισµα των συναρτήσεων δεν είναι καν συνάρτηση. 

Επειδή όµως µπορεί στην εκφώνηση να προστεθεί η φράση «... όταν έχει νόημα 
συνάρτησης το άπειρο ἄθροισμα συναρτήσεων», παραθέτουμε ένα περισσότερο καίριο 
αντιπαράδειγµα. 


Π 
πη ἆ 


Θεωρώ τις συναρτήσεις Τ,(1)-(-ῃ . πεὸ μ-1] οι οποίες είναι όλες 
συνεχείς στο [--1.1]. 


Όμως ΣΟ”! εν Ιος(1 -- χ)/(--1.1] (Ανάπτυγµα Μας Γατίη). 
η-] 1 


Η συνάρτηση ]ορ(] -- χ) δεν ορίζεται στο --Ι, αλλά ούτε και συνεχής επέκταση στο 
-1 µπορεί να υπάρξει, αφού Ἠπι (]1-χ) - -οο. 

χ-}-1 
Βρήκαμε δηλαδή µια άπειρη οικογένεια συναρτήσεων που είναι συνεχείς στο [--1.1], 
αλλά το άπειρο άθροισµά τους εἰναι συνεχής συνάρτηση µόνο στο (-1,1], ενώ στο 


--1 δεν είναι δυνατόν να υπάρξει συνεχής επέκταση. 


22. Ισχύει η πρόταση, ότι «Αν σ συνεχής στο α, και η [ συνεχής στο σ(α). 
τότεκαιη [ορ συνεχής στο α». 


Λόγω αυτής ακριβώς της προτάσεως μπορούμε να γράφουμε 
Πίο. {πι ε(9) ο ο πο ο ο παπα 
χ-λα χ-λα 


«τα σύμβολα του ορίου και της σύνθεσης συναρτήσεως “αντιμετατίθενται”». 


Να αποδειχθεί µε κατάλληλο παράδειγµα, ότι όταν η { δεν είναι συνεχής στο 


σ(α). τότε γενικά δεν ισχύει το θεώρημα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ: 
σ(α) Ξ κ/ὂ 
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κ. 0, Χ:0 /ὅ 
Γ(α)Ξ ο ον 


Για α-θ., έχω: 


Ππι σ(χ)- ΠπιχΞ0 
χ-»0 χ-»0 


πι /(α(α)) -- [πι κ-0 (1) 
Γη ε(ῷ)- {051 (2) 


Από (1) και (2) έχω [11 Γ(ρ(α)-{ ({π1 σ(α)) κι αὐτό διότι η { δεν είναι συνεχής 
χ-» χ-» 


στο σ(0)-0. 


23. Να βρεθούν -αν υπάρχουν- δύο συναρτήσεις παντού ασυνεχείς στο ὂ, τῶν 


οποίων όμως η σύνθεση, να είναι παντού συνεχής. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την συνάρτηση του ΠὈΙτιοΠ]εί 


Ι, αν χ ρητός 
;: 7/0) - | | 
-1, αν α΄ άρρητος 


σε σύνθεση µε τον εαυτό της. 


Η [ο [ ἐχειπεδίο ορισμούτο ΚΚ και ([ο (χ)-] νυ χε ηοποία ως σταθερή, 


είναι συνεχής . 


24. Αν η [/(ω}]᾽ είναι συνεχής τι συμπέρασμα εξάγεται για την συνέχεια της 


ΜΕ 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν μπορεί να εξαχθεί κανένα συμπέρασμα, αφού: 
Αν γ(α) - χ (συνεχής Ὁ χε δ) τότε και [{(α}]7 -- κ΄ είναι επίσης συνεχής ν χ εὖ. 


Ι, αν α΄ ρητός 


Όμως, αν ᾽(α) - | | είναι ασυνεχής ν χεὂ ενώ [γω] -ι 


-1, αν χ άρρητος 
ὡς σταθερή είναι συνεχής ν χεθ. 
Ένα ηµιγενικό παράδειγµα είναι το εξής: 


ε(χ), χε (-οο,α) 
-ᾳ(χ), αε[α.οο) 


5] 


[νόσου α εὖ και 
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η ο είναι µια πολυωνυμική (συνεχής) συνάρτηση, η οποία δεν έχει ὡς ρίζα το α, 
δηλαδή σ(α)-0. 
Τότεη σ παρουσιάζει ασυνέχεια στο α, αφού 


ο κος ων 


Όμως [ (1) --[σ()] που είναι συνεχής ν χεδ. 


25. Υπάρχει συνάρτηση { που να εκπληροί τις παρακάτω συνθήκες: 
ο Ορισµένη στο (0,1) 

ο Ασυνεχής σε κάθε ρητό του (0,1) 

ο Συνεχής σε κάθε άρρητο του (0,1) 


αν χ άρρητος 


«} εκπληροί 


0, 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η : -4] 
; 7ο) -, αν χο (σα,π)-],π»0πιπεὺὸ 
71 1 


όλες τις τεθείσες συνθήκες. 
Για να δείξω ότι είναι συνεχής στους αρρήτους του (0,1) πρέπει να δείξω ότι αν αρ 
άρρητος, τότε 3 το τα ΊαΞ0« 
νε»θ, Πδ»0:0-χ-χρ|κδ-5| ΓΩ) -Ω|ςε. 
Ληλαδή ισοδύναμο 
ψε»θ, πδ»0:0-«χ-χρκδ-| γ(α}|κε (τ) 


Προβαίνω στην ακόλουθη κατασκευή: 


Για τον οιονδήποτε ε» 0, 3πρ εὸ:πρ » ἡ (Αξίωμα Αρχιμήδους-Ευδόξου) δηλαδή 
ε 


-. «ε (2) 
Πρ 


Σχηματίζω µια διαµέριση του (0,1) µε το σύνολο 


» 


μια το ον ο. ΠΥΞ 
Αα ώς ΠΕΣ 


Δηλαδή: 
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Το Ρ περιέχει όλα τα ανάγωγα κλάσματα που έχουν παρονομαστές 


μικρότερους ή ίσους από το πρ. 


10 


: ; ; Ι Ρ 
Το Ρ έχει ὡς ελάχιστο στοιχείο του το --- και μέγιστο το 
[1 [1 
0 0 


Για το χε(0,]) υπάρχουν τα εξής τρία ενδεχόμενα: 


1. 


Ε΄ 


Το χ είναι άρρητος. Τότε {(χ) - 0, δηλαδή | {(9) Ε1θ]«ε, δηλαδή η (1) ισχύει 
νδ»0. 


(χ εὖ και χε Ρ).Τότε 


χο και λρ » 0 (3) 
Λο 


(Εκ κατασκευής του Ρ). Τότε όµως θα έχω: 


|” ή | 


ς ; 1 ; Ρ 
(αφού το συμπέρασμα ---- «ε ισχύει εκ κατασκευής). 
Πρ 


Ξ---«---«ετηοποίαισχύει ὃ» 0 
λῃ 0} πο 


Ἔα Εκλέγω τότε ὃ --πιἰη{| Χρ -χ|,χεΡ}. Είναι 
τρ 


(χα εὖ και χεβ). Τότε χ- 


ὃ50, διότι |χρ --χ|50 νΥκχεθ και επίσης επειδή χ ρητός και χρ άρρητος έχω 
|20-χ|»Ο0Ο ΥΠΕΡ. 
Έτσι λοιπόν αν θεωρήσω τη σχέση 0 «|χ--.χρ|ςδὃ, τότε το χ δεν µπορεί να 


ανήκει στο Ρ. Θα είναι επομένως κάποιος ρητός της περίπτωσης 2. που 


εξετάσθηκε άρα και πάλι θα ισχύει | {(α) Κε, (αλλά όχι για κάθε δ» 0) για 


ὃ-πιπί[χ-χρ|,χεΡ}»0. Επομένως Ππι {(χ) -0 για χο άρρητο ή ρητό 
χ-}χῃ 


στο (0,1). Επίσης {(χρ) - 0 για χρ άρρητο. Άρα η [ συνεχής σαρ ε(0,1} ιδ. 


Θα δείξω την συνέχεια και σε κάθε ρητό αρ Ε(0,1). Αν χρ ρητός, τότε {(αρ)Ξ:0. 


Θεωρώ ακολουθία αρρήτων χ, ; χ, -» χο καὶ χ, Ἔαρ ὑπ εὸ τότε 


;ίαλ}50-05 (0). 


Άρα η { δεν είναι συνεχής στους ρητούς του πεδίου ορισμού της και η απόδειξη 


ολοκληρώθηκε. 
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Μια επαναληπτική , αλλά αδρή σκιαγράφηση του μη συνήθους τμήματος τής 
απόδειξης ότι πι {(χ)--0, αν χρ άρρητος: 
Χ-}Χῃ ΡΕ 


1 « 
ο» ΥΕΣΟ, και -20. Σύμφωνα µε το αξίωμα Αρχιμήδους-Ευδόξου 3πρ εΟ: 
ε 
1 1 
πρ»-ερ---«ε. 
ε 0 
ο Έστω αῃ άρρητος και χρ ε(θ,). Στο διάστηµα (0.1) υπάρχει πεπερασμένος 
αριθµός αναγώγων κλασμάτων µε παρονομαστή μικρότερο ή ίσο του πρ (Είναι τα 


κλάσματα του Ρ). 


ο Το χορ απέχει από το κοντινότερο ανάγωγο κλάσμα του Ρ απόσταση ὁ » 0. Έτσι, 


1 
θα έχω ότι νχεί(αρ-δ.Χχρ-ὸ |7Ω}--. (Διότι αν χ άρρητος 
πρ 


1 
| Το} Ε|0!|ς -- «ε, αν χ ρητός θα έχει παρονομαστή μεγαλύτερο από πρ (έστω 
0 


. 
Πρ 


1 
2) οπότε | /ίκρ}!- ᾗ 


Επομένως Νε20., αρκεί να επιλέγω το πρ και το ὃ που περιεγράφησαν πριν και 
θα εκπληρούται ο ορισμός της συζυγίας στο 0, δηλαδή Ννελ0, 3δ20: 


θ-|χ-χοκδ-»| {(αλκε. 


Περαιτέρω σχόλια για το συγκεκριµένο παράδειγµα: 
Η { µας δείχνει ακόµα και τα εξής: 


ο Αν µια συνάρτηση { είναι συνεχής σε ένα σηµείο χρ, δεν έπεται ότι θα είναι 
συνεχής σε κάποια περιοχή του αρ. 
Πράγματι, αν χρ άρρητος, η { είναι συνεχής στο χρ, αλλά οποιαδήποτε περιοχή 
του χρ λόγω της πυκνότητας του ὃ στο ὅὃ , θα περιέχει και ρητούς στους οποίους 
η { είναι ασυνεχής. 

ο Μία συνάρτηση όπως η ΓΙ. µπορεί να είναι συνεχής σε ένα πυκνό σύνολο και 


ασυνεχής σε ένα άλλο. 


Πράγματι, η { είναι συνεχής στους αρρήτους που είναι πυκνοί στο ὃ και 


ασυνεχής στους ρητούς που είναι επίσης πυκνοί στο ο. 
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ο νε»ῦ, το ὃ δεν προκύπτει αναγκαστικά ὡς αναλυτική έκφραση συνάρτησης 
του ε, αλλά μπορούμε απλώς (όπως απαιτεί κι ο ορισμός) να εξασφαλίζουµε την 


ύπαρξη του ὃ, όπως κάναμε στην απόδειξη. 


26. Υπάρχει και άλλη συνάρτηση µε τις ίδιες προὐποθέσεις µε την προηγούμενη 


δηλ. Γ:(0,1) -» «αὶ. µετην { ασυνεχή σε κάθε ρητό του (0.1) και συνεχή σε κάθε 


άρρητο του (0,1) 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


Ως γνωστόν το σύνολο (0,1) ςΏ είναι αριθμήσιμο. Άρα τα στοιχεία του τίθενται σε 
μια «1-1» και «επί» αντιστοίχιση µε το Ν. Επομένως τα στοιχεία του, θα έχουν την 
µορφή (ρι,ρ»,Ρ»»....}. Ὀρίζω την Τ ὡς εξής: 
1 
ἅδο. Ὁ --- «Το άθροισμα. αναφέρεται στους φυσικούς αριθμούς { για τους 
ριξα 


οποίους οι ρητοί ϱ, δεν είναι μεγαλύτεροι του Χ. 


Η { είναι ασυνεχής σε κάθε ρητό ρ αφού για κάθε χ και για κάθε ὃ µεθ-χ-«ρκ ή 


1». : ; 
ΙΧ-ρε|κδ -»| /{(ρι)- {85 στα (άρνηση ορισμού της συνέχειας της ; στο ρκ για 


1 
ἕ------ 
ῬΑ ) 


Στους αρρήτους του (0,1) η 7 είναι συνεχής . Πράγματι, αν θεωρήσω τυχόν 


Ξε 1 
χρἑ(0,)ΛΩ καιε7»0, τότε ΠΕΝ, με τε 


ΞΠ-ΕΙ 
Αν δ-ῃη]η|αο-ρι| τότε για κάθε χε(0,µε |χ- χρ|ς ὃ ισχύει ότι 
1ς«ίκη 


[52] 


/ῳ)-Λαρ!κΣπτε. 


ἱ-η--] 
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5.2. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΛΕΙ ΜΑΤΩΝ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
Α.ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΣΤΟ ΠΕΔΙΟ ΟΡΙΣΜΟΥ ΤΟΥΣ 


α) 
β) 
γ) 
δ) 


8) 


Β. 


Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση είναι συνεχής στο Ο. 

Κάθε ρητή συνάρτηση είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της. 

Κάθε άρρητη συνάρτηση είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της. 

Εκθετική (α”). λογαριθµική |χ| συνάρτηση, ημίτονο συνάρτηση συνημίτονο, 
είναι συνεχής στο π.ο., τους. 

Άθροισμα, διαφορά, πηλίκο, αλγεβρικά αντίστροφη σύνθεση, αντίστροφη, 
συνεχών συναρτήσεων, εἶναι συνεχείς συναρτήσεις. 

Με αυτά μόνο, μπορούμε να κατασκευάσουµε µία εξαιρετικά μεγάλη οικογένεια 
συνεχών συναρτήσεων µιας και ιστορικά είναι οι πρώτες που μελετήθηκαν ως 
εμφανιζόμενες στη φύση, όπου όλα τα φαινόμενα (τουλάχιστον του 


μακρόκοσμου) είναι “συνεχή” µη κβαντικά, µη ασυνεχή. 


ΣΥΝΕΧΕΙ͂Σ ΚΛΑΛΙΚΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ: Παραθέτουμε μια στοιχειώδη 


κατασκευή για συνάρτηση µε δύο κλάδους (µε περισσότερους κάνουμε µια όμοια 


επέκταση). 


Βρίσκουμε δύο συνεχείς συναρτήσεις /{/α.β] και ο 1Ρ.γ] 


Σχηματίζουμε την συνάρτηση ή: 


ος ο. χε . 
δα). χε(β,γ] 


Απαιτούμε 


πι φ()-/(6) (Ὁ 


Για να έχει λύση η (1). δεν επιλέγουμετις {, ς τυχαία, αλλά σε µια γενικευμένη 
τους µορφή. Με αυτό τον τρόπο η εξίσωση (1) όχι µόνο έχει λύση αλλά µπορεί 
να έχει απειρία λύσεων, οι οποίες αντιστοιχούν σε απειρία παραδειγμάτων 


συνεχών συναρτήσεων. 


7ο) Ξαχ’ 1 βχ--γ 40,7 


Π.χ. 
σ(α) -- ὃχ’ -- εκ «Ε ὅ /[1.2] 


Ππι σ(χ)Ξδ κε, Γ(ί)ξακβ-}). 
χ-}1 


Δηλαδή πρέπεικιαρκεί ὃ -ε-ζ-α-Ρβ!γ. 
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Άραη /: 


ο. -βκη, , 


δχ᾽ Γεχ(αβ-γ-δ--ε). χε(12] 


είναι συνεχής, στο πεδίο ορισμού της για κάθε α, β,γ,δ,ε,εὍ. 


Γ.ΑΣΥΝΕΧΕΙΣ ΣΕ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ ΠΛΗ͂ΘΟΣ ΣΗΜΕΙΩΝ 


ο Εκλέγουμε µια συνάρτηση παντού συνεχή. έστω {(α)/ 4 


α--α)ῶ. ο μία 
ο Ορίζω ο:ρ(χ)- λος ἳ µε ας, 4 διάστηµα ή ένωση 
Κ, ιο 


διαστημάτων και κ: [(α). Τότε η ο έχειτην ίδια γραφική παράσταση µετην { 
µε την διαφορά ότι είναι ασυνεχής στο α. 


Π.χ. Αν, {(α)-3χ/0 


ΞΡ, χαδὴ 
ε(χ)Ξ χ-] 
4. χ-] 


τότε η σ γεωμετρικά, εἰναι η ευθεία ν--3χ της οποίας το σημείο (1. 3) έχει 
ανυψωθεί κατά µία μονάδα. 


Για περισσότερα σηµεία ασυνέχειας κάνουμε ανάλογη εργασία. 


Δ. ΣΥΝΕΧΗΣ ΕΠΕΚΤΑΣΗ: Εφόσον υπάρχει ένα όριο της μορφής 


Ππα 1 λε ξ µε αιΕεδ, αι σ.σ. του πεδίου ορισμού της ων 
ἆ-ραο β(χ) ε(χ) 


χρ 6Η 5) τότε έχω συνεχή επέκταση της -ῳ ως ακολούθως: 
ΕΙ Ε 


η { 
ο) ΡΤ ««Η[7] 


λ, χΧΞ- Χρ 
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6. ΘΕΩΏΩΡΗΜΑΤΑ : ΒΟΙΖΑΝΟ-ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΕ 


ΚΛΕΙΣΤΟΔΙΑΣΤΗΜΑΣΥΝΕΧΕΙΑ ΚΑΙ ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 
6.1. ΘΕΩΡΗΜΑ ΒΟΙΖΑΝΟ 


Η συνάρτηση { είνα ισυνεχής στο διάστηµα Δ-[α.β] 
με α, β να ανήκουν στο Η. 


Η συνάρτηση {είναι "1-1" 


Η συνάρτηση { είναι γνησίως 
μονότονη στο Δ 


1. Να αποδείξετε µε κατάλληλα αντιπαραδείγµατα ότι η προὐπόθεση της 
συνέχειας της { στο [α,β] στο θεώρημα ΒοίΙΖαπο, είναι ουσιώδης ώστε να 
ισχύει το συμπέρασμά του. 

Συγκεκριµένα: 

() υπόθεση της συνέχειας της [ στο χρ ε(α.β) απολύτως αναγκαία 


(19) Επίσης η συνέχεια στα άκρα α και ᾖ. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η προὐπόθεση της συνέχειας της { στο [α. Ρ] είναι ουσιώδης, διότι 
έστω και σε ένα σηµείο αρ του [α,β] να µη είναι συνεχής η /, είναι δυνατόν να µην 
ισχύει το συμπέρασμα της ύπαρξης ρίζας της {(α)Ξ0 στο [α,β]. 


-2, αν χε[-ἶ 0) 
(}) Έστω {Γ:[--1,1]- µε [ία)-!11, αν χ-ο 
2, αν χείο,1] 


Για την Γισχύουν: 


ο Είναι ορισμένη στο κλειστό [--1.1] 
τμ. 


ο Εἰναιασυνεχῆς στο χρ -0, αφού 
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[αι ο) -- ον "αὶ (κι (9 
χ-»0᾽ 


χ-»0᾽ 
ο Εἰναισυνεχής ὑ χρ ε[-1,1]}{0}. 
Όμως ἠχε[-1,1]: Γ(49)Ξ0 µιας και η { εξ ορισμού είναι διάφορη του 
μηδενός για κάθε χ ε[-1,1]. 
(1) Για την ασυνέχεια στα άκρα: 


2 Ν 2, αν χε[-1.1 
Θεωρώ την συνάρτηση ο: ρ(χ) - : 
-2, αν χ-ὶ 
Για την σ ισχύουν: 
ο Γἰναιορισμένη στο [|--1.1] 
«0-/Θ-2.(---4-0 


ο Εἰναιασυνεχής στο χρ -1, διότι μπι ;Ω}-2--2- 1) 
χ-λ 


ο Είναισυνεχής νχε[-].,). 
Όμως (επίσης εξ ορισμού) {(α)πθνκχε[-1]]. 
Ανάλογο αντιπαράδειγµα μπορούμε να παραθέσουµε και για ασυνέχεια στο 


αριστερό άκρο του διαστήματος. 


2. «Αν [ συνεχής στο [α.β] µε {Γία)«Ι και {(0)Σ1. τότε υπάρχει 
Κεί(α,β): Γ(9)0». 


Να αποδειχθεί η πρόταση αυτή δεν αληθεύει.. 


1 ὃς 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν αληθεύει. Για παράδειγµα.αν {: ΕΗ «κο με: ας. 


Τότε ήσ)-α«ι. ἠ}-ζρι. όμως η εξίσωση /(α-θ9κ-θςκ-θ 


3, Να αποδειχθεί ότι η µη ισχύς των υποθέσεων του Θ. Βο]Ζ4π0 δεν σημαίνει 


ότι η εξίσωση /(χ) - 0 δεν έχει ρίζες στο [α,/]. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
(). Γιατην {1-1.1] -» 1 µε Γ(α)- κ΄ έχω 


ο { συνεχής στο [--1.1] 
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ο {(-1. {(4)Ξ1320 (Δεν εκπληρούται προὐπόθεση του Θ. Βο[ζαπο) και η 
70) - 0 έχει ρίζα το 0. 

Δηλαδή, παρότι δεν εκπληρούται μία των προὐποθέσεων του Θ.Βο[ζαπο, εν 

τούτοις, η εξίσωση /(χ) - 0 έχει µια ρίζα στο κλειστό πεδίο ορισμού της [--1.1]. 


[0 


2 ἃ 


᾽ 
π 7 


1 
. χε 
(1) Γιατην ο: ρ(χ)- ος χ | έχω: 


0, χ-Ὁ 


22 
ο Είναισυνεχής χε - Ἢ , διότι απειροστή επί φραγμένη συνάρτηση, δίνει 
ππ 


απειροστή και άρα πι σ(α)Ξ πι μμ Ξ σ(0)Ξ0) 
.-» .-» χ 


2 7. 2 4 
ο 4 14 | , )-1Ξ-1»0 και η 6 ἔχει άπειρες ρίζες στο 
π π π 
| | 2 Ἴ 
διάστημα | ----,--]. 
π.π 
Δηλαδή το Θ. Ῥο[ζαπο είναι μια ικανή συνθήκη για την ύπαρξη µιας 
τουλάχιστον ρίζας της εξίσωσης (αχ) - 0 στο διάστηµα [α,β] αλλά όχι και 


αναγκαία. 


4. Λείξτε, ότι αν εκπληρούνται οι υποθέσεις του Θ. Βο]Ζ4πο, δεν σηµαίνει ότι 


θα έχω µία µόνο ρίζα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα παραθέσουµε παραδείγματα, όπου εκπληρούνται οι συνθήκες του 
Θ. Βοἱζαπο και η εξίσωση {{(α)-0 έχει η εὸ διακεκριμένες ρίζες (η περιττός) από 
το σύνολο 4 ξίαι «αλ «αις..««αι}ςῦ. 
Η {Γ: Γ(ί)ξ(α- αια-- αλ)..(α--αι). α»θ ορισμένη στο διάστηµα [α.βῤ] όπου 
α-αικαια, « ῥ πληροίτις συνθήκες του Θ. Βοζαπο αφού 
ο Εἰναιορισµένη στο [α, β] και συνεχής σε αυτό ως πολυωνυμική. 
ο /(ία)Ξξία-αιία--α))..(ία--αι) «0 αφού κάθε παράγοντας σε παρένθεση είναι 
αρνητικός και το πλήθος τῶν παραγόντων είναι περιττό. 
7) - (6 -αι)(Ρ -α,)..(6--αι) Σ0 αφού όλοι οι παράγοντες είναι θετικοί. 
Έτσι {(α): γ(β) «0. 


Η {(4) Ξ0 έχει " διακεκριμένες ρίζες αι,α»»....α, καὶ όχι µόνο μία. 
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Το 68. Βο[ζαπο εξασφαλίζει µία τουλάχιστον ρίζα. 


5. Υπάρχει παράδειγµα συναρτήσεως που δεν πληροί τις συνθήκες της 
υποθέσεως του Θ. Βο]Ζ4π0, «στον μέγιστο δυνατό βαθμό» ενώ παράλληλα 


πληροί το συμπέρασμα, επίσης «στον μέγιστο δυνατό βαθμό». 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: «Ιδανικό» παράδειγµα αποτελεί η συνάρτηση του Ῥ!τιςΠ]οί. 


1. αν χ ρητός 


..  οιομόνη στο [α./Ρ] . µε α,β εὖ. 


0, αν α΄ άρρητος 

Γι’ αυτήν ισχύει: 

« -(α):/4(4)20 να.β εὖ (Δηλαδή η άρνηση της συνθήκης /(α): /(4)« 0) 

«ο Η /Γασυνεχής Ψαρ ε[α,β] (Δηλαδή δεν είναι συνεχής ούτε σε ένα σηµείο του 
πεδίου ορισμού της) 

Ως αντίστοιχο «συμπέρασμα» έχουμε ότι η /(χ) -0 έχει άπειρες ρίζες στο πεδίο 

ορισμού της και μάλιστα υπεραριθµήσιµες! 

Μάλιστα, και το πεδίο ορισμού µπορεί να θεωρηθεί απεριόριστα μικρού πλάτους 

(δηλαδή ῥβ-αςε, ΝεΣθ0) χωρίς να επηρεάζονται αυτά που ισχύουν για την 

συνάρτηση αυτή. 


6.2. ΘΕΏΡΗΜΑ ΕΝΔΙΑΜΕΣΟΝ ΤΙΜΩ͂Ν 


1. Να εξετασθεί αν υπάρχει συνάρτηση για την οποία να ισχύει το συμπέρασμα 


του θεωρήματος ενδιαµέσων τιμών χωρίς η συνάρτηση να είναι συνεχής. 


|-χ,αν θσκς«ι | 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την {:[--1,1]-ὸ ἵ µε ἠ(χ)-- . ος δν) 
Τότε ἠ((--1,1}) - (-1,1]. ενώ η ᾖ ασυνεχής στο α,Ξ0. 

Ένα άλλο αρκετά πιο σύνθετο παράδειγµα όπου όµως το συμπέρασμα ισχύει σε 
οσοδήποτε μικρό διάστηµα που περιέχει το 0 και η συνάρτηση δεν είναι συνεχής στο 


0 είναι το εξής: 


- ΠΠ χ-0 
ΚΠ χ 
0, χ-0 


Έστω η συνάρτηση {: {(α) για την οποία ισχύει ότι δεν είναι 


συνεχής στο 0. 
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(αχ) Κκ)-6ἰπ(1/χ) 


Άρα κάθε περιορισμός της Γ σε διάστηµα της µορφής . σσ) (π εὸ) θα 


είναι επίσης ασυνεχής συνάρτηση. Το συμπέρασμα του Θεωρήματος ενδιαµέσων 


τιμών, ισχύει για κάθε περιορισμό της [ στα ανωτέρω διαστήματα. 


ν . π π 
Πράγματι, έστω /(χι), Γ42) µε /ί(αι) 5 Γ42) και αι,12 Ε - 10’ σσ]: 
Τότε -ἶς Γίαι)« Γ(α1) «1 (χωρίς βλάβη της γενικότητας). Θα δείξω ότιη {. 


μπορεί να λάβει οποιαδήποτε τιµή κ μεταξύ των {Γ{(αι), {(α2). 


Διακρίνω περιπτώσεις: 
τα χ,,Χ» εἰ ΐ τα δύ ά τ ος ή τα δύ στερά τ 
1) Αν τα χι,χ» είναι ή και τα δύο δεξιά του μηδενός ή και τα δύο αριστερά του 
μηδενός, τότε στο [1ι,12] εφαρμόζεται το Θ.Ε.Τ αφού η {Γ/αι, χο] είναι 
συνεχής. 
τα αι,Χ ί τέ τ ός. τότ Ό τ ί 
2) Αν τα χι,χ; εἰναι εκατέρωθεν του μηδενός, τότε θεωρώ την ακολουθία 


1 Μ Ρ : Ρ --- 
κ. -»0, χ. 30 νκεο. Αυτή, οσοδήποτε κοντά στο 0, έχει άπειρους 
π 


ει 


κπ --- 
2 


όρους της. Δηλαδή στο διάστηµα {(- | Χρ |5Ε| Χο |) περιέχονται άπειροι όροι της 


2]6 


Κ., όπου | χα |- ταῖπ{! αἱ |.|.1 1}. Δηλαδή ας Ε(- [κο [ή κο |) Ψκ 2 κα. άρα και 


για κ2 2κρ. 
: π π 
Όμως /Ω;,,,)Ξ ο ἝἜ 5) Ξι και [Γ(μ Ξ ο. -1}π 5] --] στο 
διάστηµα 4-[χ},,»Χλκιη]Ε(τ|1ρ}|Χο ]ς (αι, α2) η 7/4 εἰναι συνεχής και 
άρα λαμβάνει όλες τις τιµές μεταξύ των /(χ»,,) καὶ Γ(αοι). Επομένως κατά 


μείζονα λόγο και μεταξύ των ᾽(χι) και Γ(α)). 


3) Αν χι -0 ή αχ) --0, θεωρώ το διάστηµα (αναλόγως) (0,χ|) και την ακολουθία 


1 
Χ Ξ και εργάζοµαι όπως προηγουμένως. 
2κπ--- 
2 
/ [4 ΄ ’ νά ' 1 
Αν το διάστηµα είναι της µορφής (χι.0) θεωρώ την ακολουθία χ, -- 
2κπ- ; 


και εργάζοµαι ομοίως. 


2. Να εξετάσετε αν ισχύει το αντίστροφο του Θ.Ε.Τ. δηλαδή: «Αν για την µη 
σταθερή /:[α,Ρ]-»0 ισχύει ότι σχι,χ» ε[α,.Ρ] η { παίρνει όλες τις 
ενδιάμεσες τιµές μεταξύ των /(͵ι), {Γία.). τότε η { είναι συνεχής στο 
[α.β].» 

Αν δεν ισχύει, να διατυπώσετε πρόσθετη συνθήκη, ώστε να ισχύει το 


συμπέρασμα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση /:[0,2]--» ὃ µε 


χ, αν χ ρητός και χε[θ,]] 
Τ()ξἡ-κ--2, αν χ άρρητος και χε(1,2] 
0, αλλού 


ο Ημ είναι ασυνεχής υ χ ε[0.2]} {1} και συνεχής στο 1 (Η απὀδειξη ανάλογη µε 
προηγούμενες ομοειδεῖς) 

ο Η { έχει μέγιστο στο {(1)Ξ1 και ελάχιστο το 0. Δηλαδή Ος «1 
σχε[0,2]. 


Η { λαμβάνει οποιαδήποτε τιµή κ μεταξύ 0 και 1. 


ΡΩΝ 


ο Αν κ άρρητος Ἄαρ εὔ:αχ/ςκ--2, χα άρρητος, ἱ«αρ«2(9]«κ«ς2) και 
/ίχο)Ξ -{κ-2}12--κ 


ο Ανκρητός, 3χ} εὂ:χρ -κ, αρ ε(θ,), αρ ρητόςκαι /Γ(αρ)Ξκ. 


Για να ισχύει το συμπέρασμα, θα πρέπει να υπάρχει και η συνθήκη για το γνησίως 


μονότονο της ΓΙ. 
6.3. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΕ ΚΛΕΙΣΤΟ ΔΙΑΣΤΗΜΑ, ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΚΑΙ 
ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ 


1. Να εξετασθεί αν αληθεύει η παρακάτω πρόταση: «Αν {:Δ-» Κὶ συνεχής, 


τότε η [ έχει ολικό μέγιστο και ολικό ελάχιστο.» 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής. 


Ως αντιπαράδειγµα έχω: 


10,1) -»Εμε Γ(α)-α” , είναι συνεχής στο [0,1) αλλά δεν έχει μέγιστη τιμή , 


αφού ουρ{/(α):0«χ«1}-1 και  χε[0,): {(α)Ξ «κ 51. 


Ένα δεύτερο αντιπαράδειγµα είναι το εξής: 
1 
ου 
(α --α)(α-β) 
Για την { ισχύουν 
ο {[(α)«0νκεία,β) και συνεχής στο αυτό. 


αβ 
2 


ο Στηνθέση χ- 5 


ΞΕ έχω ολικό μέγιστο, δηλαδή { | | σγω)νχεί(α,β) 


ο [πι [(α)Ξξ Ηπι [(α)--οο- πὶ {(χ) - Επι {(χ) 

χ-λα χ-λα χ-»β χ-»βΓ 
Δηλαδή η { είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισμού της, έχει μέγιστο, 
αλλά δεν έχει ελάχιστο. Συνεπώς η πρόταση είναι ψευδής, αφού βρήκαμε συνάρτηση 


εκπληρούσα τις υποθέσεις της προτάσεως, αλλά όχι το συμπέρασμά της. 


Ένα τρίτο αντιπαράδειγµα είναι ή 


ο: σ(χ)- σου δι) η οποία: 


, , , π π 
ο Είναι συνεχής σε κάθε χε -- 53) 
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9 Δεν έχει ούτε μέγιστο οὖτε ελάχιστο, καθώς πι /(α)Ξ-σο και 
ον. 
πι /(χ) Ξ 15ο. Δηλαδή δεν είναι ούτε άνω, ούτε κάτω φραγμένη. 
ών 
2 
Να σημειώσουμε, ότι η πρόταση είναι αληθής για κλειστά διαστήματα της 


μορφής [α,β]. 


2. Είναι γνωστή η ισχύς της προτάσεως: «Αν η { είναι συνεχής στο κλειστό 

[α,β]. τότε η { έχει ένα ολικό μέγιστο και ένα απόλυτο ελάχιστο στο [α. Ρ].» 

Να δείξετετα εξής: 

1) Η υπόθεση της συνέχειας στο αρῃ ε(α,β) είναι απαραίτητη για την ισχύ του 
θεωρήματος 

2) Η υπόθεση της συνέχειας στα άκρα του διαστήματος είναι επίσης 


απαραίτητη. 


3) Να εξετασθεί αν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


χ11, αν χε[-].0) 
1) Έστω {: {(4)Ξ 0 αν χ-0 «Ἡ {είναι ασυνεχής μόνο στο 
χ-ἶ] αν χε(θ,ῃ] 


σημείο χρ -0, διότι (0) --0- πι [(χ)--1-51- πι γ(χ) και Ως έχουσα 
χ-»07 χ-»0᾽ 
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πολυωνυμικούς κλάδους είναι 
συνεχής στα διαστήματα που 
ορίζονται αυτοί. 

Η { δεν έχει ούτε μέγιστο, ούτε 
ελάχιστο, και γι’ αυτό αρκούσε η 
ασυνέχεια σε ένα µόνο σηµείο του 
πεδίου ορισμού της. 

Πράγματι, το πεδίο τιμών της είναι 
το (-1.: το οποίο ὡς ανοικτό, δεν έχει 


μέγιστο ή ελάχιστο. 


2) Έστω σ:σ(α)Ξξκ/(-1.]). Ἡ { συνεχής σχε(-].1) αλλά το πεδίο τιµών της 
είναι επίσης το (-1.1) όπου εκεί δεν έχω ούτε μέγιστο, ούτε ελάχιστο. 
Επίσης η σ//--Ι.1) έχει ελάχιστο αλλά όχι μέγιστο όπως καιη σ/-1.1] έχει 
μέγιστο, αλλά όχι ελάχιστο. 


δία), χε (-1:Ὁ) 
Επίσης αν ἠ(α)Ξ 40, χ--] είναι 
0, χ-1 


ορισμένη στο [-1.1] και δεν έχει επίσης | 


μέγιστο ή ελάχιστο. 


3) Ησυνάρτηση φ:φί(α)- ᾿ 


ΕΙ. α΄ άρρητος και κε[θ, 5 
7(ο) -11-6 έχω ολικό μέγιστο 


χ ρητός και χε[0,ε] 


1(0)Ξ0. έχω ολικό ελάχιστο. Ἴ ΚΙ 
Ενώ η [ εἰναι ασυνεχής σε κάθε σημείο .| ' με 


του [0.6]. Άρα δεν ισχύει το αντίστροφο. 


3. Ὡς πόρισμα της προηγούμενης πρότασης είναι ότι «Αν η { συνεχής στο 


[α,β]. τότεη { φραγµένη στο [α.β]». 

Να αποδείξετετα εξής: 

1) Η προὐπόθεση της συνέχειας είναι απολύτως απαραίτητη ώστε να ισχύει το 
συμπέρασμα 


2) Να εξεταστεί αν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


αν χε[-1,Πλ{0} 


αν χ-0 


1 
1) Ἡ συνάρτηση {: /(α)Ξ χ᾽ είναι ασυνεχής μόνο στο 
α. 


. -- 
σημείο χρ-0 διότι /(ίθ)Ξξα--οοξ {πὶ {(χ) : 150-- [π|--. Ἡ ασυνέχεια 
χ-»0᾽ χ-»0᾽ χ 


όµως µόνο σε ένα σηµείο του πεδίου ορισμού της, αρκεί ώστε να την καθιστά 


ούτε άνω ούτε κάτω φραγμένη. 
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2) Το αντίστροφο δεν ισχύει, αφού α.χ. η συνάρτηση του ΠιτιςΠ]οί 


1. αν α τός και χε[α, 
“θ-! αἱ | είναι φραγμένη, (αφού 


0, αν α΄ άρρητος και χε[α,Ρ] 


ος {α)ς«1 υχε[α,Ρ]) αλλά είναι ασυνεχής, στο [α,β]. 


4. Ισχύει η πρόταση: «Αν η { είναι συνεχής και γνησίως μονότονη στο [α,β]. 

τότε είναι “1-1” και “επί” του [/(α). Γ(β)Ι ή {ή(β), Γ(α)]». 

1) Να αποδείξετε, ότι η συνέχεια και η γνήσια μονοτονία, είναι απολύτως 
απαραίτητες υποθέσεις για την ισχύ του συμπεράσματος. 


2) Να εξετασθεί αν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


1. αν χε[θοδι , 
είναι 
χ, αν χε[,2] 


)α)Η {Γ:[0,.2|]-ΣΕ µε ΠΣ 
οΟρισµένη στο [0,2] 
οΣυνεχής να ε[0,2] όπως εύκολα διαπιστώνεται 
«Παρατηρούμε, ότι η { δεν είναι γνησίως μονότονη, αφού 0«1 και 

(0 Ξ/9ὠ-ι. 
Η [δεν είναι “1-1”, αφού {(0})- {()Ξ1 καιθ-1 


β) Η σ: ε(α)- Ἡ ; . είναι 


ο. ΕΠ] 
ο Ορισµένη στο [0,2] 
ο Συνεχής νχε[θ,2]λ{} 
ο Ασυνεχής μόνο στο κΞ] 
9 Γνησίως αύξουσα στο [0,2] 


Όμως η σ δεν είναι “επί” του [ 10), Τ(2)]-- [0.4] αφού Ξε [0.4] όμως δεν 


υπάρχει χε[θ,2]: γ(χ) - 5 Πράγματι, αν {(χ) - | τότε 


22] 


ή χ- 5 απορρίπτεται αφού ε[0,1] 
: 3 3 : ᾱ: 3 
Πο ες . ρε ; απορρίπτεται αφού η [1.2] 


Συνοψίζοντας, φθάνει ένα σηµείο ασυνέχειας ώστε η συνάρτηση να µη 
είναι “επί” και φθάνει επίσης η απλή μονοτονία, έτσι ώστε η συνάρτηση να 
μην είναι “] --Ι”. 

Χ, αν χε[θο])(2.3] 
-χΧ1{3, αν χε[.2] 


3) Η ἠ:/(χ) - | Η ᾖ έχειτις ιδιότητες: 


ο Ορίζεται στο [0.3] 

ο Έχει πεδίο τιµών [/(0), Τ()]- [0.3] 

ο Είναι“]-17και “επί” του [0.3]. 

Όμως η ἠ δεν είναι γνησίως μονότονη, όπως φαίνεται και από το διάγραμμά 


της. 


5. Υπάρχει συνάρτηση {:ἵΝὶ -» ἵππου δεν είναι μονότονη και ο περιορισμός της 


σε κάθε ανοικτό διάστηµα (α.β) να µην είναι μονότονη; 


1. αν χ άρρητος 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη {: {(α) - | που είναι ορισμένη 


-1, αν α΄ ρητός 
στο ο. Τότε σε κάθε (α, β) ς ὃ υπάρχει ρητός και άρρητος λόγω της πυκνότητας τῶν 
ρητών και τῶν αρρήτων στο ὃ. Άρα αν α«β, τότε 3ρι,ρ» εὖ και κεδὶδ: 
ακρι«κ«ρ.«β καιζίρι)--1«/ίκ)-1 και /(κ)Ξ15 /ίρι)--1). 


Δηλαδή η { δεν είναι μονότονη σε κάθε διάστηµα (α, β), 


6. Να αποδειχθεί, ότι η αντίστροφη συνάρτηση µιας “Ι--Ι3 και συνεχούς 


συναρτήσεως, δεν είναι κατ’ ανάγκη συνεχής συνάρτηση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση /:[0,)ω[2.3] -» [0,2] με 


τω Ν αν αε[θο,) 


.Η Ρ είναι συνεχής, διότι στα δύο υποδιαστήµατα 
χ-]. αν χε[2,3] 
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του πεδίου ορισμού της είναι συνεχής και δεν υπάρχει κοινό σ.σ. των δύο 
διαστημάτων. 


Η { είναι “1-1”, διότι: 


Γα)Ξ/{α) 5» 


χρΞχγ-]-Ξ}χ}-2λ| 51 απορρίπτεται αφού χ;-αι 2] 


χι -1--.χ; (ομοίως απορρίπτεται) 
χι ε[0,0, χ; ε[2.3]. 
Η { έχει πεδίο τιμών το [0.2] και είναι επί σε αυτό. 3 η /':[0,2]-»0 και 


», νε[0,] 


1 - 
/ μη γε[2] 


η οποία είναι ασυνεχής στο |, αφού 


{ 14) - 2 πι ["(ν) 51. 
γ-»1 


6.4. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑΤΑΤΩΝ ΣΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΒΟΙΖΑΝΟ: 

α) Κατασκευή συνάρτησης και διαστήματος στο οποίο εφαρµόζεται το Θ. Βο]Ζ8πο. 
Αρκεί να πάρουμε δύο σηµεία εκατέρωθεν µιας ρίζας µιας εξίσωσης. 
Υπάρχουν αρκετοί τρόποι γι’ αυτό. Παραθέτουµε έναν κατασκευαστικά εύκολο, 
µε την έννοια ότι το παράδειγµα µπορεί να παραχθεί στιγμιαία από μνήμης. 

ο Κατασκευάζουµε ένα πολυώνυμο οποιουδήποτε βαθμού αρκεί οι συντελεστές του 
να έχουν άθροισμα 0. 

ο Αυτό το πολυώνυµο έχει ρίζα το 1. 

ο Άρατοθ. Βοίζαπο εφαρμόζεται στο διάστηµα [0, 2] που περιέχει το 1, δεδομένου 
ότι η πολυωνυμική συνάρτηση είναι συνεχής. 

Π.χ. γω) -3χ᾽ --4χ” -2κ--Ι (Ο τελευταίος όρος, το --Ι, είναι αντίθετο του 


αθροίσματος τῶν προηγούμενων συντελεστών που έχουν ληφθεί εντελώς 


τυχαία) 
ο /(1)-0 κλπ. 
β) Ανάλογα εργαζόµαστε και για µη πολυωνυµικές συναρτήσεις. 
π ν2 
Π.χ. συν--Ξ-----» 
4 2 
2συν ᾽ Ξ-ν2-» 
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γ) 


ὃ) 


Λσυν” ο 
4 
2συν’ τοι 
4 
ΠΟ τ-]-ο- 


2κσυν’ ". κ 2συν7 π.. κ-.1--0. 
4 4 
Άρα, αν θεωρήσω την συνάρτηση 


(α- 2) [(α)--2κσυν”χ-2συν7χ--κ-- ο] 5 


Σε αυτήν θα εφαρμόζεται το Θ. ΒοἱΖζαπο αφού { ; Ξ0 εκ κατασκευής. 


Υπάρχουν και γενικές θεωρητικές ασκήσεις στο Θ. ΒοίΖάπο, μια ειδική 
περίπτωση τῶν οποίων μπορεί να τίθεται ὡς άσκηση. 
Π.χ. «Αν γ:[α, β]-»0ο συνεχής στο [α,β] µε Γ(ία)- /(β). να δείξετε ότι 


Ρ-α 


υπάρχουν χ,νε[α,Ρ] µε |ν--χὶΞ και /(χ)}- /(ν)». 


Μια ειδική περίπτωση της παραπάνω άσκησης διατυπώνεται ως εξής: 


«Αν {Γ:[01]-260, συνεχής µε /(0)- {(1). τότε να δείξετε ότι 3 χρε [ 2! 
1 
ο. κα). 


1 
Υπόδειόη: Εφαρμόζω 6. Βο[ζ8πο στην Ε(χ) Ξ {(α)-{ ς .. 2) κλπ. 


Για τη γενική περίπτωση, ομοίως θεωρώ Ε(α) - {(α) -- {(9) και εκφράζω το ν 
συναρτήσει του χ, εργαζόμενος αναλόγως. 
Ειδικές περιπτώσεις της γενικής άσκησης. Θεωρούμε την εξίσωση 


τ ο (1) 
α«βΡ, χκα, αχπῤ, αΑα(α),Β(Ω)»0 Υχε[α,β]. Τότε η (1) έχει µια 
τουλάχιστον ρίζα στο (α, β). 

Υπόδειζη: Απαλείφουμε τους παρονομαστές στην (1), θεωρούμε κατάλληλη 


συνάρτηση { όπου εφαρμόζουμε το Θ. Βο[ζαπο. 
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ε) Αν {Γτ[α.β]-ὸ»ὅ συνεχής και {/Γ(α)- Γ(β)«0 και π͵πεὸ τότε 
3 χρεία, β): Γ(αρ)(π 1- π) Ξ πια) - Π{(β) (Μια οποιαδήποτε ειδική 
περίπτωση). 

στ) Κάθε πολυώνυμο περιττού βαθμού µε πραγματικούς συντελεστές έχει μία 
τουλάχιστον πραγματική ρίζα. 

Ὁ Η εξίσωση αημαχ -χ-ΕᾷΞ0θ έχει μία τουλάχιστον ρίζα στο [θ,α--β]. 
(α,β » 0). 

η) Η εξίσωση 


.. λεν Ἑτ--τ--Ξ0 (τ) 


μεκ;»0 νΙ-]()ῃη., α; πραγματικοί έχει π--1 ρίζες διαφορετικές μεταξύ τους. 


(Μία άλλη γενίκευση του ὃ) ) 
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Ἱ. ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑ 


7.1. ΟΡΙΣΜΟΣ ΣΥΝΘΗΚΗ ΗΙΡΘΟΗΙΤΖ ΚΑΙ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΥΝΕΧΕΙΑ 


1. Να δοθεί παράδειγµα συναρτήσεων: {/4ςὅ και [/Βςὂ που να είναι 
και οι δύο συνεχείς. 
Η [στο 4 να είναι ομοιόμορφα συνεχής και στο Β να µη είναι. 


Να εξηγηθεί γιατί συμβαίνει αυτό και να δοθεί απόδειξη της µη ομοιόµορφης 


συνέχειας. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
« Θεωρώ την Γ: Γ(α) - κ΄ /[-α.α] (α» 0) η οποία είναι προφανώς συνεχής στο 
[-α.α]. Έχω: 
1-1 χ᾽ -ν᾽Ηχ-γ]χεγ᾿κ2α|χ-γ| (1) 
Έτσι, νε» 0, θεωρώ ὃ - - (το ὃ εξαρτάται μόνο από το ε) για το οποίο έχω: 
α 
[α-γ]«δΞὪ 
|χ-γ|ς μα 
᾿ 2α 


2αἱχ-γ κε (1) 
1α)-/0)κε, 
δηλαδή η {/--α.α] είναι και ομοιόμορφα συνεχής. 

« Θεωρώ τώρατην {: {Γ(α) - κ΄ /ὃ. η οποία είναι συνεχής. Θα δείξω ότι δεν είναι 
ομοιόμορφα συνεχής. Πρώτα όµως θα δώσουμε µια εξήγηση για την αδυναμία 
απόδειξης της ομοιόμορφης συνέχειας στο Ο. 

Προηγουμένως καταλήξαμε στην (1) εκμεταλλευόμενοι το ότι η παράσταση 
[α -- ν| είναι φραγμένη στο [-α,α]. Στο ὃ όµως η παράσταση | χ 1 γ| δεν είναι 
φραγμένη. Συνεπώς, όσο μικρό κι αν επιλέξουμε το ὃ (δηλαδή την διαφορά 
|χ-γ|) επειδή το |χ1-γ| μπορεί να γίνει οσοδήποτε μεγάλο, τότε και η 


|χ-γ|-|χ-γ[| γ(χ)- /(ν)| μπορεί να ξεπεράσει οποιονδήποτε αριθµό. 


Δίνουμε τώρα την απόδειξη της µη ομοιόµορφης συνέχειας αυστηρά: 
Θα δείξω, ότι για δεδομένο ε (π.χ. εΞ2) δεν υπάρχει ὃ » 0 που να ικανοποιεί τον 


ορισμό της ομοιόµορφης συνέχειας Ὁ χ εὖ. 
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Η απόδειξη θα γίνει µε απαγωγή σε άτοπο. 
Έστω ότι 
1δ»0:!]χ-γ|κδ-|/(χ)-/0}!κ2 (2) 


Η (2) ισχύει για το ὃ και για κάθε µικρότερό του θετικό, άρακαιγιαθ«θ-«δ. 
Εκλέγω χ-θ, ν θα. Τότε 


α-νΓόςδ-/- 09 «23 


1 2 
67 ορ) θες 

0 
θ'-Φξ-ᾱ--- «ο 


1 
σι «0 άτοπο. 


2. Να δοθεί παράδειγµα συναρτήσεως { µε πεδίο ορισμού το ὃ που να είναι 


ομοιόμορφα συνεχής. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η {: (α) Ξημχ/ ὃ είναι ομοιόμορφα συνεχής στο ὃ. Πράγματι, 


σπα 
2 


ο Ξ|χ--γ| 


χ-γ 
- -|2ημ----- σὺν 
|ημχ-ημγν[ε[2ημ ᾽ Σ 


(2) 
Άρα Αν «20, επιλέγω ὅ-ε, οπότε ο ο ο. και άρα η { 


είναι ομοιόμορφα συνεχής. 


Παρατήρηση: Το πεδίο ορισμού µιας συνάρτησης, παίζει καθοριστικό ρόλο στην 


ομοιόμορφη συνέχεια:π.χ. η {Γ:Κ-»Ε µε {(α)Ξα δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής, 


ενώ αν την περιορίσω για {Γ:[0,2]-»Κ .η {/ [0.2] είναι ομοιόμορφα συνεχής. 


3, Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης { ορισμένης σε ανοιχτό και φραγμένο 


διάστηµα. η οποία να µην είναι ομοιόμορφα συνεχής 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: {: {()Ξ "Λο 
χ 


22 


1ος ΤΡΟΠΟΣ: 
Έστω εΞ120. Θα δείξω ότι για τον συγκεκριµένο ε, δεν υπάρχει ὃ» 0 ώστε να 


εκπληρούται ο ορισμός να,γε(θ,). 
Επιλέγω χ-δε(0,) και ν- ς ε(θ,!). Το ὃ µπορεί να είναι οσοδήποτε μικρό, 


θετικό και μικρότερο του ε (0«ὃ «ε). Τότε 


μ-|-ρ-)-ζ-σ-!ω-!ο]-Ῥ-Ώ-ξ»ο-ι. 


Η (1)ισχύει σδ»0. 
Άρα τη / δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής. 


2ος ΤΡΟΠΟΣ: Θα δείξω το µη ομοιόμορφο της σύγκλισης µε την άρνηση του 


ακολουθιακού ορισμού. 


᾿ . Ι Ι . ; 
Θεωρώ ακολουθίες χ, Ξ-- και ν, - οπτ] για τις οποίες ισχύει 
η  -Ἑ 


Ππι(α,, ο : κ; : - 
πι πη] π(η - 1) 


α)) 9) ΕΙ πεΡΕΙ 20. 


1 
Επομένωςη /(χ) --- (ο) δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής. 
δ 


4. Να δειχθεί. ότι το γινόμενο δύο ομοιόμορφα συνεχών συναρτήσεων , δεν 


είναι κατ΄ ανάγκην ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω [(α)-Ξ-αχ/ὂ, ο(χ)- {(Α). 


Η { είναι ομοιόμορφα συνεχής, διότι ν χ, νε Ικὶ είναι 


Ι/ᾳ)-}Ο}!-|χ-γ|Ξ|χ-γ| (Ὁ) 


Η (1) είναι μία συνθήκη Γ1ρ6οΠ1ίΖ για κΞ! , οπότε η [συγκλίνει ομοιόμορφα. 


Ἠ µε άλλο τρόπο (µε βάση τον ορισμό) έχω: 


Αν ε»ῦ, τότε 3 δΞξε, ώστε αν |Χ-Υ|«δ 7 |γ(α)- {()«ε καιη [, συγκλίνει 


ομοιόμορφα. 


228 


Η (/- σ)(α)- χ᾽ όµως ( βλ. εφ. 1 του παρόντος κεφαλαίου) δεν είναι ομοιόμορφα 
συνεχής. 
Μια συνθήκη ικανή που πρέπει να εκπληρούται για να είναι και το γινόμενο δύο 


συναρτήσεων ομοιόμορφα συνεχής συνάρτηση, είναι οι {, σ να είναι φραγμένες. 


1 
5. Να δοθεί παράδειγµα όπου η { ομοιόμορφα συνεχής αλλά η Ἔ να µην είναι 


ομοιόμορφα συνεχής. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η /Γ(α)Ξκ/0 είναι ομοιόμορφα συνεχής, όµως η 5 (α) - ΤΙ; 
χ 


δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής ( βλ. εφ. 3 του παρόντος κεφαλαίου) 


6. Είναι γνωστό ότι «Αν µία συνάρτηση ικανοποιεί µία συνθήκη ΓΕ ρ5ςμ!{2, 
είναι ομοιόμορφα συνεχής). 


Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει το αντίστροφο της ανωτέρω πρότασης. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η /{:[0,2]-ὸ2Έ με [(α)- ψχ είναι συνεχής και επειδή ορίζεται σε 


κλειστό διάστηµα θα είναι και ομοιόμορφα συνεχής. 


Έστω ότιη { πληροί και τη συνθήκη ΓροςΠπιίΖ. Τότε, Ἴκλ20: 


α-/0)ίσκία-»ι, να. γε[0,2] (4) 


Για ν--Ο, απὀ την (1) έχω ότι 
[να -νθ[«κ.ικ-θικ 
|[νχ|ἑκ|χ], να ε[θ,2]-» 


Εις. σχε(0,2] 
χ 


1 
---«κ, ν χεο,2]. (2) 
να 
Όμως [π1 ος εμας λάδι νε»0 (άρακαιχια εΞκ)}) 3δ2Σ0 

ο 


εεθδ ροκ. (3) 
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Η (3) συνιστά αντίφαση σε σχέση µε την (2) που υποθέσαμε ότι ισχύει. 
Επομένως δεν υπάρχει κ που να πληροί την (2) δηλαδή η { δεν πληροί καμία 
συνθήκη Γ1ρ6οΠ11Ζ. 


7. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει συνεχής και φραγμένη συνάρτηση, η οποία δεν 


είναι ομοιόμορφα συνεχής. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την {:0 -» ὃ µε {(α) -συν(χ”). Είναι συνεχής ὡς σύνθεση 
των συνεχών συναρτήσεων συνχ και χ᾽. 

Επίσης είναι φραγμένη αφού --1«συν(χ΄)«1, σχεῦ. Θα δείξω ότι δεν είναι 
ομοιόμορφα συνεχής. 


Θεωρώ τις ακολουθίες χ, Ξνηπ., νι Ξνίη-- Ὀπ.. Τότε 


-- -- - Ππ -- -π 0 
Δ; ο γα - ψππ 1 γί -1π ᾽ 
ενώ 
[/ίαι)- ΓΟ)]Ξ1συνπα --συν(α 4 Ππ|-1} ος | 2.»ο 
" ᾿ |-1-ςΘ0|52 | 


Επομένως η { δεν είναι ομοιόμορφα συνεχής. 


7.2. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΩΝ ΣΤΙΣ ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΑ ΣΥΝΕΧΕΙ͂Σ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ: 


α) Κάθε συνεχής συνάρτηση { στο [α, ῥ] είναι και ομοιόμορφα συνεχής σε αυτό. 


β) Αν {Γ:[0,4οο) -»]Κ συνεχής και {Γ:[α,4οο)-»Κ µε α»θ εἰναι ομοιόμορφα 


συνεχής, τότε η { είναι ομοιόμορφα συνεχής στο [0,-.οϱ) . 

γ) Κάθε συνάρτηση { που ικανοποιεί μία συνθήκη του ΓΤρ5εΠΒΙίΖ είναι ομοιόμορφα 
συνεχής. 

ὃ) Κάθε συνεχής συνάρτηση σε ανοικτό ή ημιανοικτό και φραγµένο διάστηµα, για 
την οποία υπάρχουν τα όρια στα άκρα του διαστήματος και είναι πεπερασμένα, 


είναι ομοιόμορφα συνεχής. 
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ε) Κάθε περιοδική και συνεχής συνάρτηση {:«ὶ -» Ν, είναι και ομοιόμορφα 
συνεχής. 

στ) Αν {, σ ομοιόμορφα συνεχείς, τότε 
() { τ β ομοιόμορφα συνεχής. 
(1 Τοσ ομοιόμορφα συνεχής µε την επιπλέον προὺπόθεση να είναι 


φραγμένες οι {, 6 


: 1 
{ΠΤ Η Ζ' είναι ομοιόμορφα συνεχής, εφόσον | /(χ}| ὁ, Ν΄ χΕεΡ(ῃ για 


κάποιο δ»0. 
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8. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 


8.1. ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ: 
σε σηµείο χι ενός διαστήματος Δ στο οποίο το αι είναι σ.σ. 
Υπάρχει όμως αριθμήσιμο σύνολο (δηλ. όχι διάστηµα) . όπως και κατάλληλα 
ορισμένη συνάρτηση Γ., στο οποίο µπορεί να ορισθεί παράγωγος (µε τον ίδιο 


τρόπο) σε ένα σηµείο του αι. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Τα σηµείο στο οποίο ορίζεται η παράγωγος, θα πρέπει υποχρεωτικά 
να είναι σ.σ. του Τί τὰ ), άλλως δεν έχει νόηµα το όριο µέσω του οποίου ορίζεται η 
παράγωγος. 

Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι το εξής: 


Γ14 -ὃ µε Γία)-α 


όπου 4 -5 πε ὁ[οθ) 
η 


Μοναδικό σ.σ. του 4 είναι το 0, για το οποίο: 


πι) 19) 


χ-»0 Ἂ-- 0 ν-»!ο0 χ ν-»!ο0 χι ν--»γοο 


Άρα /΄(0)-1. 


ο Επομένως, η συνήθης νοητική αναπαράσταση- πρότυπο για την 


παραγωγισιμότητα ως της λείας γραμμής, σε κάθε σημείο της οποίας μπορεί να 
υπάρξει εφαπτομένη ευθεία, δεν έχει εφαρμογή εδώ. Βεβαίως, αυτή η 
τροποποιημένη έννοια τής παραγώγου , έχει να κάνει μόνο µε την ιδιαιτερότητα 
του πεδίου ορισμού της συνάρτησης και δὲν έχει μαθηματική εφαρμογή ή ἄλλο 
ενδιαφέρον. 


ο Λαπαρατηρήσουμε ακόµα ότι η [ είναι συνεχής στο 4. 


2. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, η οποία να ορίζεται στο ὃ και να 


παραγωγίζεται σε ένα μόνο σημείο. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζουµε {:ο -» ὃ µε 
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οκ αν χρητός | 


χ΄, αν χάρρητος 
θα δείξουμε το παραγωγίσιµο στο 0. 
Εἰ (0) -0Ο (τοῦ είναι ρητός). 


Πρέπει να υπάρχει το 


χ 
4) () 
Θεωρώ χ, ακολουθία ρητών, µε χ, -»0 καιχ, «0, Ὑπεὸ, τότε 


μι 8.) 9... 


ν-}!ο0 χι ν--» ορ χι 


Θεωρώ ν, ακολουθία άρρητων, µε ν, -»0 καιν,-:-0, νη εὸ, τότε 


2 
πε {ΐ,) ποσο 


ν---γοο », γ---γοορ », γ--»οο 


Επομένως, όταν αυτό ισχύει για κάθε ακολουθία ρητών και για κάθε ακολουθία 
αρρήτων, τότε θα ισχύει και για οποιαδήποτε ακολουθία (βλέπε Β5.Ι.11όχ12). 
Ῥ : χ ; 
Άρα, {αλ 0)- κ (0}-- 0. 
χ»0 Χ 
Η | δεν είναι παραγωγίσιµη πουθενά αλλού, αφού αν ήταν θα ήταν και συνεχής εκεί, 


αλλά µπορεί να αποδειχθεί (βλ.Β5.Ι.10 δε15 ), ότι η Γείναι συνεχής µόνο στο Χρ --0, 


όπου τυχαίνει να είναι και παραγωγίσιµη. 


3. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, η οποία να ορίζεται στο ὂ, να είναι 


συνεχής σε ένα μόνο σηµείο της και να µην παραγωγίζεται σ΄ αυτό. 


. 9 0, αν ό 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: /:ὅ -» ὃ µε Λϑ-! ενός | 


χ, αν χάρρητος 


Για να είναιη { παραγωγίσιµη στο 0, θα πρέπει για κάθε ακολουθία χ, -»0, να 


- 0 
Ὀπάρχει το ]1π1 /α.)-/{0) και να έχει μοναδική τιμή. 
ν-λήοο χι ΜΙ 
͵ | Ρ Ρ Ἡ- ΠΗ. (χ,) - . 
Όμως, αν χ, ακολουθία ρητών, µε ψ, τότε ]1π1 --|πι---0. 
ν-}οο χι ν--» ορ χ, 
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Αν όµως ν, ακολουθία αρρήτοων, µε ν, -»0 και ν, 0, Ννη εὸ, τότε 


μι δες µη] «1. 


ν--γοο 1; ν-»ήοο »Ῥ, ν--νοο 
Άρα δεν υπάρχει παράγωγος στο 0 
Επίσης, πουθενά αλλού δεν υπάρχει παράγωγος, αφού αν υπήρχε κάπου, θα έπρεπε 
εκεί να ήταν συνεχής η {, πράγμα άτομο, αφού η { έχουµε δείξει ( ) ότι είναι 


ασυνεχής παντού πλην του 0. 


4. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης η οποία: 


ο Να είναι παντού συνεχής στο ὃ . 


ο Να παραγωγίζεται σε ένα µόνο σηµείο του ὃ. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Υπάρχει συνάρτηση παντού συνεχής στο ὃ και πουθενά 
παραγωγίσιµη . Μια τέτοια είναι το ιστορικό αντιπαράδειγµα του Μεἰετςίταςς. 

Έστω φ η συνάρτηση αυτή του ἸΜεϊοτςίταςς ή οποιαδήποτε άλλη µε την ίδια ιδιότητα. 
(παντού συνεχής και πουθενά παραγωγίσιµη) 

Θεωρώ µια νέα συνάρτηση /:ὅ -» ὃ µε γ(χ)- χ-φ(κ). Η } είναι συνεχής, ὡς 
γινόμενο συνεχών. 


Έχω: 


(λόγω ασυνεχείας της φ στο 0). 
Θα δείξω ότιη { παραγωγίζεται µόνο στο 0. 
Έστω χι εδ --{0). Τότε: 
ΡΕ. ο πδι π ν Ὃν /ίαι) ος (Χο ΕΝ οι κα η)-- χοφίαο) - 


χ-»0 120 [ῃ 


Ἠπι Ε της, Τ 9 Ξ 10 {π1 Αμ) Τ σία - 


120 ᾗ π-»0 


αἱ Ν η) τ πω 
/ 


Όμως, το |1π1 τ δεν υπάρχει. 


Επομένως καιτο Γ᾽ (χι) δεν υπάρχει. 


5. Να αποδείξετε ότι αν µία συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα σηµείο της, δεν 


έπεται κατ᾽ ανάγκην ότι είναι και παραγωγίσιµη στο σημείο αυτό. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Υπάρχει συνάρτηση /:6 -» µε γ(χ)- |χ 


, η οποία είναι συνεχής 


στο ὂ, άρα και στο αΞ0., αλλά όπως θα δείξουμε, δεν είναι παραγωγίσιµη αιΞθ. 


᾿ χ, ανχΣ0 
Πράγματι Τίκ]-- "η και 


/(04-}}- {{6) 


-0 
Ἔ][πι----]Ππι-ἰί-ἰκαι 


μπι [η 20” 20" 

0ϱ--ή)-- {0 -ᾗ--0 
ασε κώμα 
207 ᾗ πο ᾖ }-»0 


Δηλαδή, {, -1--1-γ (0). δηλαδή δεν υπάρχει η παράγωγος στο 0. 


6. Ένας φοιτητής ισχυρίζεται ότι ένας ισοδύναμος ορισµός της παραγώγου σε 


σηµείο χ) τοῦ πεδίου ορισμού της Γ, είναι { (αι) -- 1{πι Λαο - τό μι) ; 
-»0 


Μπορείτε να τον διαψεύσετε; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση ;ία)-|χ 


» η οποία όπως έχουμε δείξει 
(προηγούμενη εφαρμογή) δεν έχει παράγωγο στο σημείο χρ -0. 
Σύμφωνα όµως µε τον τεθέντα ορισμό: 


“οἑλ)-/0-1) μ ΓΗ. ΑΞΕΙςΛΙ 


0 -- 11 Ξ- Ξ-- μ ---- Ξ- 0 
ιτ. καπ 
ο. κώμα σα ο. 
0 Ξε ΞΞ ΞΞ ΞΞ ------- 0 ; 
ἔπ. ε” απ 


Δηλαδή, ο «νέος ορισμός» δείχνει ύπαρξη παραγώγου στο 0, πράγμα εσφαλμένο. 
ΣΧΟΛΙΟ: Στην πραγματικότητα, ο «νέος» αυτός ορισμός, ορίζει την συμμετρική 
παράγωγο στη θέση χι. Όταν υπάρχει η (κανονική) παράγωγος στην θέση 20, 
συμπίπτει µε την συμμετρική παράγωγο, ενώ όταν υπάρχει η συμμετρική παράγωγος 
(όπως στο παράδειγμά µας) δεν συμπίπτει υποχρεωτικά µε την παράγωγο. 


Μπορεί να αποδειχθεί, ότι για την συμμετρική παράγωγο, εφόσον υπάρχουν και οι 
Αα) Λίο)... ισχόειότι /ίω)- ο ᾖ/ ο) παν) 0 

Αυτό σημαίνει, ότι όταν 3 γ΄ (αρ). τότε γ(αι})- Π(αο}- Γ 0) και από (1) έχω 
αυ) συ). 
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Αν όµως {; (χο}- τν [χο τότε δεν ορίζεται η παράγωγος του χο, αλλά ορίζεται η 
ιν ο], η οποία ουσιαστικά είναι η μέση τιµή αριστερής και δεξιάς παραγώγου 


(εφόσον υπάρχουν). 


7. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να υπάρχει συμμετρική παράγωγος σε σηµείο 


χρ µιας συνάρτησης {. χωρίς να υπάρχουν οι πλευρικές παράγωγοι στο αρ. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμετη συνάρτηση {Γ:6 -» ὃ µε 


"{α]- [ ημχ, χ- ) 


0, χ-0 


Δηλαδή 3 1, (0)- 0. 


Αν υπάρχει η /’ (0), θα πρέπει να υπάρχει το όριο: 


1 
Πιο μμώσα. 


1-0 1-0 20 


Για το τελευταίο όµως όριο, γνωρίζουμε (βλέπε Β.4.1.3α) ότι δεν υπάρχει, αφού ούτε 
τα αμφιπλεύρως όρια στο 0 υπάρχουν, δηλαδή δεν υπάρχουν οι πλευρικές παράγωγοι. 


δ. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να υπάρχει η παράγωγος της συνάρτησης 
{5 στο σημείο χο, χωρίς να υπάρχει αναγκαστικά η παράγωγος των {και ο στο 


Χρ. 


Ἱ Ἱ 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην /(κ)-έτ. στ θε και σ()-!- 10 
0, «Ξ0 0, «Ξ0 


Τότε ( Γ- αγχ)--0 υχεῦὂ και η {Ισ ος σταθερή είναι παραγωγίσιµη στο 0 και 
ε)(0)-ο0. 


ι 
Ν πημ---ὂ 
. ' 0--} 0 1 
Όμως, / (0) Ππι Ἰω σι. μμ σε νο, μή ΠΗ 
Π-»0 ΄ Π-»0 0 


Δηλαδή η παράσταση { (0) «0. δεν παραγωγίζεται η { στο 0. 


Ομοίως δείχνεται ότι και για την σ δεν υπάρχει παράγωγος στο 0. 


226 


Να σημειωθεί, ότι η µη ύπαρξη των παραγώγων των 7, ο στη θέση 0, εξασφαλίζεται 
και από την αναγκαία (αλλά µη ικανή συνθήκη) της συνέχειας των [και ο, στο 0 που 


δεν εκπληρούται. 


9, Να αποδειχθεί η προηγούμενη πρόταση και για το γινόμενο [ο δύο 


συναρτήσεων. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην /(χ)-|και σία)- -. 

Στο σηµείο αι - 0 δεν υπάρχει παράγωγος ούτε για την /, ούτε για την 6, αλλά 

(0. σα) --μ]-(- μα) -- μι --ᾱ7, 0 Ὑχ ε ὃ, η οποία είναι παραγωγίσιµη κ ε ὃ και 
({:ϱ)9-ο0. 


Σχόλιο: Με τις ίδιες συναρτήσεις μ σ μπορώ να αποδείξω και την προηγούμενη 


πρόταση. 


10. Αν η {ρ παραγωγίσιµη στο ακαιη { παραγωγίσιµη στο α, τότε θα είναι και 
ο παραγωγίσιµη στο α; Να διατυπωθούν όσοι -τυχόν-πρόσθετοι περιορισμοί 


χρειάζονται γι’ αυτό. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έχω: 
/:ελαεΤ)-(/:ελα) {αχ η): είαχᾖ)- /(α)' εία) 


/ / 
Λία 1 π)εία-- 1) -- εία)]η εἰα 1 ἡ) [ία --1)-- Γ(α)) 
/ 
ο ο -ε(θ). ο Πατθ]-Λα) . 
Επιλύοντας την (1) ὡς προς εία Ξ ὦ - ε(α) λαμβάνω 
(αλαελ)-(ελο) {αν μ)- Γ) ἰῷ 
εία)- βία) ῃ ο ος 
[ /(α ἡ) | 


Για να υπάρχει το όριο του α’ μέλους καθώς ᾖ --»0., θα πρέπει να υπάρχει και του β᾽ 
μέλους, από όπου µε βάση την ύπαρξη ( 7’ ο) (α), νη (α) φαίνεται ότι απαιτείται 
μόνο [πι /(α 1 Π}-- γ(α}»: 0. για να έχει νόηµα αριθμού. 

1-0 
Πράγματι, αν /{α)]-0 νχεδὂκαι σ(χ)- Υχ, τότε (/-οΪχ)-0 και /0), 


(7: ο) (0}-- 0, ενώ σ΄(0)απειρίζεται. 


237 


11. Ισχύει η πρόταση: «Αν { παραγωγίσιµη στο α και /(α}-:0 τότε η |/] είναι 
παραγωγίσιµη στο α). 


Να αποδείξετε ότι η υπόθεση { (α) ᾷ 0 δεν µπορεί να παραληφθεί. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν { (χ) Ξχ, τότε η [παραγωγίζεται στο 0 και { (0}- Ι. Όμως η 


μα) δεν παραγωγίζεται στο 0, αφού γ᾽ (0) --1:1-ῃ (0). 


12. Ισχύει η πρόταση: «Αν Γ. ο παραγωγίσιµες στο α και { (α) ΞΞ σ(α). τότε οι 
συναρτήσεις πιαχί πο ς) πιἰπ( ΠΟ α) είναι παραγωγίσιµες στο α). 
Να αποδείξετε ότι η υπόθεση { (α) -ε σ(α) είναι απολύτως απαραίτητη για να 


ισχύει το συμπέρασμα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν γ/(α}--αχ, ο(χ)-- χτότε πιαχ(,ς)--|χ|, η οποία στο α-Ό δεν 


παραγωγίζεται, αφού { (0) - σ(0) -0. 


Όμως και για την π"π(/,α)- -ι. 


13. Ισχύει η πρόταση: «Έστω Η διάστηµα, Η ς ὂ, {Γ:Η -» 6 γνησίως μονότονη 
και συνεχής συνάρτηση στο Η. Αν η είνα παραγωγίσιµη στο 
χφΕΗΘ/Γ(α)-0, τότε η αντίστροφη συνάρτηση {ΓΙ : ΓΗ) -» ὅ είναι 
παραγωγίσιµη στο γν/Ξξ { ο) 


τ ο ο τε 
και ισχύει 7 ΠΠ ΠῚ 


Να εξηγηθεί µε κατάλληλο αντιπαράδειγµα, γιατί η υπόθεση { (0) 0 είναι 


απαραίτητη και ουσιώδης, ὥστε να υπάρχει η ( ΠΝ ) ( πα τ; ) : 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω 1: Ι-» 1 µε /(α)- χ'. 


Η { είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής συνάρτηση στο 


Η/ είναι παραγωγίσιµη στο αχ, Ξθκαι { (0) η 


Ορίζεται η Γ: -»Κ, η οποία εἰναι και αυτή γνησίως αύξουσα και 


άν. (χ) -- χ᾽ Ι 


238 


Όμως μπι [πι Ξ [πὶ ὃς [πι στ 
1-20: ῃ 1-20: 1-20: 1-20 
Και 
-- αμ . ;». . π΄ ια Ν᾽ 
111 ον 1Π1 ΠΕ. 1Π1 11 τ πγ--ποὺ-᾽ 1Π1 στρ 
ους ἠ }-»0- ἃ μ-»0- ἃ μ-»0- Γ᾽ μ-»ο- (-) 


Δηλαδή, 3/') (0). 


14. Αν στο γράφημα μίας συνάρτησης υπάρχει εφαπτόµενη σε κάθε σηµείο του, 


τότε η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη παντού; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι πάντα. Ενδέχεται να υπάρχει η εφαπτόµενη ευθεία σε κάποιο 
σημείο του γραφήματος µιας συνάρτησης, αλλά στο σηµείο εκείνο να µην υπάρχει η 
παράγωγος, διότι δεν είναι πραγματικός αριθµός και είναι 1ο0 ή -οο η οριακή τιµή του 
λόγου μεταβολής της συνάρτησης σε αυτό το σημείο. 

Αν Γ:[0-οο]-» ὃ µε /(α)-- Χ/χ, τότε 


μαο11)-/0) μ π-ψδ τ 


Ξ1 -- Ἡ --1ο0 και η ευθεία χ-0 (η κλίση Ίοο που 
τν ; τοπ. ΕΡΕ μα ΠΕΙ 


βρήκαμε εφάπτεται του διαγράμματος της { (χ) -3/ὰ στο σημείο (0,0) εις το οποίο 
δεν θεωρείται παραγωγίσιµη (ή διαφορίσιµη), αλλά «ὡς έχουσα «κατ᾽ εκδοχήν» 


παράγωγο το -οο. 


15. Να βρεθεί συνάρτηση ορισμένη στο 6. η οποία να είναι παντού συνεχής και η 


οποία να έχει άπειρα (αριθµήσιµα) σηµεία στα οποία να µην παραγωγίζεται. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Μια τέτοια συνάρτηση ήδη έχουµε ορίσει στο Α.7.:2 την 
φ(χ)Ξ σσ - | γ- 1] Μια ίδιας µορφής και σχήματος συνάρτηση , χωρίς προσφυγή 


σε απόλυτο και συνάρτηση δεκαδικού μέρους, µπορεί περισσότερο συμβατικά να 


ορισθεί ως εξής: {Γ:106 -» ὃ µε 


οσα τ2η, χΕ[2ῃ -- 1,2] 
5] χΧ-2η, χε μι τρ 
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Η { για Ξ0, «ΕΙ, 13.. είναι ασυνεχής, ενώ για χ-Ο, 11, Ε2,.. δεν είναι 
παραγωγίσιμη, όπως φαίνεται καὶ στο παρακάτω διάγραμμα («πριονωτή 


συνάρτηση»). 


ΣΧΟΛΙΟ: Η ιδέα 
κατασκευής ενός οἱ 
τέτοιου 


παραδείγματος 


βασίζεται στην 


; : ι ε : 5 - - - - 
«0.38. 1.36 1.72 1.18 1.44 1.8 2.16 252 2.88 3.24 36 3.36 4.32 4.68 5.8 


ἘΞ 
172 


κατασκευή μιας 


κατάλληλης 


συνάρτησης σε ένα διάστηµα [α,β] την οποία επεκτείνουµε ως περιοδική στο Ν. 


16. Να βρεθεί συνάρτηση ορισμένη στο [01], η οποία να είναι παντού συνεχής 
και η οποία να έχει άπειρα (αριθμήσιμα) σηµεία στα οποία να µην 


παραγωγίζεται. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ἠδη στο Α. 4.2 έχοµε κατασκευάσει δύο τέτοια παραδείγματα. 


Θα κατασκευάσουµε και ένα τρίτο Μια τέτοια συνάρτηση είναι και η 


1 1 3 
Αχ 211 5 χε ΟΠΗ 3 032 
Γία)- ἂν 1 τε] 3 | πεὸ. 
2172 , γε ν 23 
0, χ-0 
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τε 


η πο πο πηρα της 
Να σημειωθεί, ότι πρώτα έγινε η κατασκευή γραφικά της συνάρτησης και κατόπιν 
βρέθηκε η αναλυτική της έκφραση. Η λεκτική γεωμετρική περιγραφική κατασκευή 
της συνάρτησης αποτελεί αποδεκτό τρόπο έκφρασης ενός αντιπαραδείγµατος γενικά, 
ίσως όχι εντελώς πλήρους, αλλά αποδεκτό. 


Η | είναι συνεχής σε κάθε κλάδο, αφού κάθε κλάδος της είναι πολυώνυμο α7 βαθμού. 


Επίσης, για χ-- ΕΤ έχω ίσες τιµές στους δύο κλάδους από όπου συνάγεται και η 


συνέχεια σε κάθε σημείο της (ουσιαστικά ακολουθίας) χ, - 


"2 " 


Εξετάζω τώρα την παραγωγισιµότητα της [σε σηµείο της μορφής - πε. 


π42 
{ 3 μι”. ο 
"[ρπ]-}----λ[χ5π} 


Δηλαδή, στα σηµεία -- η Γ δεν παραγωγίζεται και (προφανώς) είναι άπειρα στο 


πλήθος και αριθµήσιμα. 


17. Να βρεθεί συνάρτηση. η οποία να είναι ορισμένη σε ένα οσοδήποτε μικρό 
διάστηµα. παντού συνεχής και να έχει άπειρα σηµεία (αριθμήσιµα) στα οποία να 


μην παραγωγίζεται. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Στην προηγούμενη συνάρτηση, αν θεωρήσω περιορισμό της, για η 


1 
αρκούντως μεγάλο, μπορώ να επιτύχω διάστηµα ορισμού, [ο στ οσοδήποτε μικρό. 
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Πάλι θα έχω άπειρα σηµεία στα οποία δεν θα παραγωγίζεται π » Πρ, ὁποῦ πο 


λα 


το αρκούντως µεγάλο πο που επιτυγχάνει το οσοδήποτε μικρού πλάτους διάστηµα 


1 
ορισμού | 0, ; 
ρισµ ο] 


18. Υπάρχει συνάρτηση, που είναι ασυνεχής, αλλά είναι παντού παραγωγίσιµη 


έστω και µε «κατ᾽ εκδοχήν» παράγωγο; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ασυνεχής και παντού παραγωγίσιµη δεν υπάρχει, διότι αν υπήρχε, ὡς 
παραγωγίσιµη θα ήταν και παντού συνεχής. 

Στρέφουµε έτσι την προσοχή µας στην ύπαρξη ασυνεχούς συναρτήσεως σε σημείο Χρ, 
στο οποίο όμως υπάρχει κατ᾽ εκδοχήν παράγωγος. 


Μια τέτοια συνάρτηση είναι η συνάρτηση «πρόσημο»: 


1 ανχ»0 
{16 -»6 µε /(α)- 0, ανχ-0 
χ, ανχ«0 


Η { είναι συνεχής παντού, εκτός από το χοΞ0 όπου παρουσιάζει ασυνέχεια, αφού 


[πι /]-1--1- [πι Λίκ}-/{0)-0. 


Όμως 
0ϱ--/)-- }10 -1-0 
ο. ἁ .. ως μας 
χ-»0᾽ ᾗ ἠ-»0- ᾗ 
0--/)-- {0 1-0 
τι :ν πω γδίῳ 
χ-»07 ᾗ 1-03 ᾖ 


Δηλαδή, { 0)}- “60 («κατ᾽ εκδοχήν» παραγωγίσιµη) και προφανώς η { εἰναι 


παραγωγίσιµη και σχ ε ὃ --{0). 


19. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτηση {:ὁ -» ὅπου είναι παραγωγίσιµη (και 


άρα συνεχής), αλλά είναι παντού παραγωγίσιµη έστω και µε «κατ᾽ εκδοχήν» 


παράγωγο. 


1 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην χ: ὃ -» ὃ µε γ(χ)- ος πο 


Αν χ-0, τότε 
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Αν κΞ0. τότε 


; ᾿ 1 
10) -- ιἶπι ας --πι----η- ο ας το 


χ-λο0 Ἂ--- 0 χ-»0 χ- χ-»0 
(Ως γινόμενο απειροστής επί φραγμένη). 
1 1 
2χημ---σουν--, χ-0 
ον χ 
0 νυ 


Άρα, /΄(α)- 


Εξετάζουµε την συνέχεια της { 8 στο 0. Είναι { (0}-- 0. Συνεπώς, αν είναι 


συνεχής στο 0, θα πρέπει για κάθε μηδενική ακολουθία χ, -»0 ία, 20). η 


ακολουθία γ(χ,})-» 0. 


Ρ Ι π 
Αν θέσω χ, -----»0 και χ, :0, ὕπεο. 
πη 


1 1 1 1 
Τότε 2χ,ημ συν--- 2: "ημβπη --συνᾶπη ----:-0-]--]-»-]1. 
χ χ 


ν Ἡ 2πη πη 
Άρα, η / δεν είναι συνεχής στο 0. Επί πλέον, αν θέσω χ, - -»0 και 
πη 5 
Κη 1 1 1 π π 
χ, “0, νη εθ,τότε 2χ,ημ συν ---- -- 2- "η 2πη Έ-- |-- συν! 2πη }--- |Ξ- 
ο ᾱ χι 2-55 2 ὠ 
ε--- 1-05 - »0:-1. 
πας 2πη }- 5 


Άρα, εκτός του ότι η Γ΄ δεν είναι συνεχής στο 0, δεν υπάρχει καν το [η γ᾽ (χ). 
χ-»0 
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ΚΙΝ 


- - - η Ρ . ᾿ 
2 ΕΙ 


ΜΡ; ; ΤΕΣ κ ᾿ . 
1] 


Η κόκκινη είναι η ἵ και η πράσινη η Γ 


Υ̓́Χ 


20. Να αποδειχθεί ότι είναι δυνατόν [πι { 3 Ξ πι { (α) εῦ και 3 ο). 


χ-}χ Χ-}Χχῃ 
0 0 


κ. ἃξ [0,2) 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην {: δ” -» ὃ µε /9-Ι ν ο | και κι τα. 
χ-2, χε[2Γοο 


Όταν χ--2,τότεη { (α)-Ι. 


Προφανώς, Ἡπι { 0) - πι { (α)-Ξ1 . ενώ στο 2 έχω ασυνέχεια και προφανώς 
χ-»27 


3/2) 


Επίσης, 
ΓΞ [111 Πο), 11 21.2) Ηπι μμ α ο... 
Π-»07 / 2 πο ἦ η20 
| 24-}1}-- Εἱ2 2Ε)]-2--(2--2 .. ὦ 
7 {2)- πι α - } " μαι - } : .- μπι --Ξ1. 
π-»0 (1 1.03 ἦ }-»0΄- Ὦ 


Επομένως, αφού γ,(2}-: Γ΄ έπεται ότι 3 {΄(2). 
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ΣΧΟΛΙΟ: Το συγκεκριµένο παράδειγµα µας δίνει ένα και μοναδικό χ)ρ στο οποίο να 


εκπληρούνται οι συνθήκες της εκφώνησης. Αν θεωρήσω την σ:0 -»Ο µε 


σ(χ)- χ--[χ]. τότε αν κερ. α(κ)-0, [πι εία)- [πὶ ο (χ)-1, ενώ 


χ-λκ χ-λκ.΄. 
5, (κ) -- ἵκαι 6, (κ)-- --οο. Έχω δηλαδή, απειρία σημείων που εκπληρούν τις 


συνθήκες τις εκφωνήσεως. 


21. Να αποδειχθεί ότι είναι δυνατόν να υπάρχει η { (αο)και να µην υπάρχει 


μπι / α). 
χ-»10 
χι Ἔ χ-:0 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν έχω /(χ)-47 αμ) 
0, χ-0Ὁ 


Τότε η Γ εἰναι συνεχής και παραγωγίσιµη παντού. Επίσης: 


1 
γα - πμ ΤΉΝΕ πα. ων, (βλ.εφ. 19 παρόντος κεφαλαίου) 
0 χ-ο 


Έχουμε δείξει ότι 3 ]{πι/ (α), ενώ /0)-0. 
χ-»0 


22. Να δοθούν τρία παραδείγματα συναρτήσεων 7 ο, ἦι, για τις οποίες να 
υπάρχουν οι {6 : ο, Τι στο πεδίο ορισμού της εκτός από ένα σηµείο αυ (όχι το ίδιο 
για τις μ ο, πι) για το οποίο: 


(Ὁ Η τιμή { (αυ) δεν ορίζεται, αλλά υπάρχει συνεχής επέκταση της 


Τ (8) στο αω και άρα τελικώς η Γ΄ (αη) να ορίζεται. 


(11 Η τιμή σ΄ (αν) δεν ορίζεται, αλλά υπάρχει μία κατ᾽ εκδοχήν 
παράγωγος στο ος 


(14) Ητιμή } (χι) δεν ορίζεται, αλλά δεν υπάρχει το [1π1 ἆ (χ). 


χ-}1χ0 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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(1 


(Π) 


-ψχ-ημχ/0,π] 
Αχια] ος : Πμχ Ἐ χσυνχ 4 ΄χ .συνχ 
| 2ψ χσυνχ 2ψ΄χ πη ΓΣ 
Το { (0 ) δεν έχει νόημα από την µορφή της {ία ), αλλά 
α΄ συνχ 
πι  {α Ἱ.. τν μον ο) 
χ-»0 χ-»0 
ο. χ ολλ. τά ΠΕ ΠΠ 
χ-»0 2 
Συνεπώς (σύμφωνα και µε σχετική πρόταση) η {; (0) υπάρχει και ισούται µε 1. 
ε(χ)- να Ίθηκο] 
1 : 
Αν ασπθ,σ (χ) Ξ τ. και σ (0) δεν έχει νόημα πραγματικού αριθμού. 
χ 
Όμως, [πι Θ΄ (χ) Ξ-1ο0, δηλαδή υπάρχει η κατ᾽ εκδοχήν παράγωγος στο 
χ-»0 
χ΄ τ χ:0 
(“9 (κ) κ 
0, χ-Ὁ 


ὌὍπως δείξαµε στην εφαρµογή 19 του παρόντος κεφαλαίου , η { είναι 


παραγωγίσιµη στο ὅ, όµως στο 0 δεν ορίζεται το 10). ενώ το πι (χ) δεν 
χ-»0 


υπάρχει. 


23. Να δοθεί παράδειγμα συνάρτησης, για την οποία να υπάρχει το 


{πὶ { (χ) εὖ, ενώ να µην υπάρχει [ἰπι { (α). 


χ-}ο0 χ-}ο0 


2 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην { (χ) ΞΕ 
χ 
ημχ΄ Ι 
Γιατην [, έχω: πὶ -- πι --- [πι ἠμχ΄ --0, ως γινόμενο απειροστής 


χ-}1οο χ χ-}1οΟ χ κ---οο 


(«μηδενικής») επί φραγμένη συνάρτηση. 


2 

-2συνχ΄ -- ο ιώ 

2 2 
χ χ 


μέ» συνχ’ «2χ:-χ-1:ημ΄χ 
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: π 
Θεωρώ χ, -γ2πη -» {60 και χ - ο -δ οσο, 


Τότε: 


Άρα 3 πι {ω. 


χ-» Του 


Γη ἵ τ 


24. Το γράφημα µια συνάρτησης είναι απολύτως «λείο», δεν έχει «ακίδες», 
οξείες, ορθές ή αμβλείες γωνίες, ευθύγραμμες ή καμπυλόγραμμες, ενώ σε κάθε 
σημείο του, υπάρχει εφαπτομένη ευθεία. Όμως η συνάρτηση δεν είναι 


παραγωγίσιμη! Πως μπορεί αυτό να είναι δυνατόν; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση {Γ:06 -»ὅ µε { (3) --χ᾽, εἶναι παντού παραγωγίσιµη. 

Το γράφημα της επομένως, είναι παντού «λείο» και υπάρχει παντού εφαπτομένη 

ευθεία. 

Το συμμετρικό του γραφήματος ὡς προς την ευθεία γα, ως γνωστόν είναι 
1 

αντίστροφη συνάρτηση /’ (3) - γ᾽ (θεωρούμε ότι το χ παίρνει και αρνητικές τιµές, 


2/χ, αν ο, 


άλλως ορίζουμε {Γ΄ ο )- η 2/χ, αν χ«0 
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Το γράφημα της {Γ. λόγω συμμετρίας, έχει τις ίδιες γεωμετρικές ιδιότητες µε το 
γράφημα της 7. 

ο το-ελ)-ἠ(ο). ἵπ-ο 1 

Όμως, πι! ν “1ο. --------- Ἱπι----- 


1-20 1-20 }-»0 2/2 


Δηλαδή, η {ΓΙ δεν είναι παραγωγίσιµη στο σημείο χι -0. (Είναι μόνο «κατ᾿ 


εκδοχήν» παραγωγίσιµη). 


ΤΏ) -χ' 


Χ 
᾿ ᾿ " α κ 
ΕΕ 18388. 1156 154 132 ΕΕ 0.88. ΒΡ 14 Π44 ΠΡ 188 11 1.32 1.54 τε 1.38 22 
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25. Ένας φοιτητής, επικαλούμενος το προηγούμενο παράδειγµα, έχει τη γνώμη, 
ότι η έννοια της παραγώγου είναι «ανεπαρκώς ορισμένη». Ισχυρίζεται ότι θα 
πρέπει να βρεθεί ἕνας τρόπος, ώστε για κάθε συνάρτηση (όπως και για την 
Τ. (χ) κ ) να υπάρχει η έννοια της παραγώγου σε κάθε σηµείο της, εάν και 
μόνο εάν υπάρχει εφαπτόµενη ευθεία σε αυτό το σηµείο της. Ισχυρίζεται, ότι µε 
αυτό τον τρόπο καλύπτουμε την παραγωγισιµότητα της Γ᾽ (0 -- λ΄χ σε κάθε 
σημείο της, πράγμα που έρχεται σε απόλυτη συμφωνία µε την γεωμετρική 
εποπτεία και την αίσθηση του «λείου» γραφήματος 


Υπάρχει αντιπαράδειγµα που να κλονίζει την πίστη και τους ισχυρισμούς του 


φοιτητή; 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αντιπαράδεγμα µπορεί να είαι η ᾖΓ:ἱ-ὸ με 


/0-ᾖα [ΕΞ ων 


Στο σηµείο 0 υπάρχει μοναδική εφαπτομένη του διαγράμματος της συνάρτησης ο 
άξονας γν᾽ καθώς {;{0}- -ο5, γ΄ (δ}- ο. 


Εδώ και υπάρχει μοναδική 
ευθεία εφαπτομένη (µε την εκ 
δεξιών και εξ αριστερών 
έννοια), αλλά δεν έχω κατ᾽ 
ουδένα τρόπο «λεία 
συνάρτηση», αφού στο 0 έχω 
µια ένώση δύο οιονεί 
«κερατοειδών γωνιών». 
Παράγωγο στο 0 δεν έχουμε, 
πράγμα που συμφωνεί µε την 
εποπτεία και αντιβαίνει στην 
ιδέα της μοναδικής 
εφαπτομένης ευθείας. 

Αξίζει να σημειωθεί, ότι στο 0 δεν υπάρχει ούτε «κατ᾽ εκδοχήν» παράγωγος, αφού οι 
εκ δεξιών και εξ αριστερών οριακές τιµές της παραγώγου είναι --οο και --οο 
αντιστοίχως. 


26. «Αν Γ (1-0 νχεας ὅ,τότε /(α)- 6 υχεΕ». 
Να αποδειχθεί η ανωτέρω πρόταση εάν είναι αληθής, ή εν εναντία περιπτώσει να 


δοθεί κατάλληλο αντιπαράδειγµα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν είναι αληθής. Ως αντιπαράδειγµα θεωρούμε τη συνάρτηση 


1. χε ο 
Λία)- 
2, χε τρ] 


Όμως, {ῶὠ-ο0 ντε ατα το) ΣΕ ιβ και / 4 δεν είναι σταθερή. 


Η πρόταση ισχύει όταν το 4 είναι διάστηµα και η | συνεχής, οπότε μπορεί να 
εφαρµοσθεί το Θ.Μ.Τ. για την απόδειξη. 


α--β,η οποία δεν είναι σταθερή. 
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27. Ὑπάρχει συνάρτηση, της οποίας η παράγωγος, μηδενίζεται σε άπειρα 


σηµεία του διαστήματος (0,1). 


π 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση { (χ) - 47Η 5. ο. . Θεωρώ το διάστηµα 
0, χ-0 


π 1 
ή |- ημο -ημκπ-- 0-0 
κ 2 κ 
κ 
; ο ΙΓ 1 ; . 1 | 
Η { είναι συνεχής στο |-----,--Ι και η παραγωγίσιµη στο |----,--|. Άρα 
κε] κ κε] κ 


εφαρμόζεται το Θ.ΚοΙςε. Ἔτσι, υπάρχει χ, ε η ο. η. ) ΕΠ, 


Κ-] 
: | . -.- . « : 
Επειδή τα διαστήματα ος .ΚΕΟ είναι άπειρα και ξένα μεταξύ τους, 

Κ Κ 


υπάρχουν άπειρες και αριθμήσιμες ρίζες της { ία) Ξ0 στο (0,1). 
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9.ΘΕΩΏΡΗΜΑ ΝΟΙΙΕ ὅ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ 


9.1.ΘΕΩΡΗΜΑ ΝΟΗΕ 


1. Το θεώρημα ΕοΙε έχει ως εξής: «Αν η Γ συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιµη 
στο (α,β) και Γ{α)-- ΓΑ). τότε 3 ένα τουλάχιστον ἕ ε(α, β), ώστε Γ (έ}-- 0». 


Να αποδείξετε µε χρήση κατάλληλων αντιπαραδειγμάτων, ότι οι υποθέσεις του 


Θ. Νο]]οε είναι απαραίτητες για να ισχύει το συμπέρασμα του θεωρήματος. 


Συγκεκριμένα: 
Ὁ Η υπόθεση της συνέχειας είναι απαραίτητη. 
(11 Η υπόθεση της συνέχειας σε κλειστό διάστηµα είναι απαραίτητη. 


(11) Η συνέχεια πρέπει να είναι σε κλειστό διάστημα α, β] και όχι σε 
διάστηµα (α, β) ή [α,/). 

(ιν) Η παραγωγισιµότητα στο ία, β) είναι απαραίτητη. 

(ν) Η συνθήκη { (α) -7 (8) είναι απαραίτητη. 


(νὺ Οισυνθήκες του Θ.ΚΟοΙε είναι ικανές για να ισχύει το συμπέρασμα, 


αλλά όχι και αναγκαίες. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


(}) Το συμπέρασμα του Θ. Κοῇε δεν ισχύει αν 3αιε[α. β]. ώστε η /Γ να είναι 


ασυνεχής στο χρ. Για παράδειγµα για την συνάρτηση }:|--1.1]-» Ν µε 


"{)- [ χ3 11, ανχε][-11]- ; 


0, ανακΞθ 
ισχύουν: 
ο Είναι ασυνεχής στο 0 και 43 
συνεχής στο |-- 11] -- (0). 
«-θ-/0-ο 
ο Είναι παραγωγίσιμμη στο 
[-11]-{0). 
Δηλαδή, πληρούνται όλες οι συνθήκες | 
του Θ. Κο]]ο, πλην της ασυνέχειας σε 


ένα και μοναδικό σηµείο. 
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Έτσι όµως, 7 χρε |- 11] νὰ | - 0, διότι αν υποθέσουμε ότι υπήρχε τέτοιο χο. 
θα επαλήθευε την εξίσωση { (αυ) -Ο-»2χο-Ο-»1χο-0, άτοπο, διότι στο 
χοΞ 0 είναι ασυνεχής, άρα στο 0 δεν είναι παραγωγίσιµη. 
. χ, ανχε(θ. 
; -ῃ 2, ανχε “ἢ 
ο Λεν είναι συνεχής στο κλειστό 9 
[071]. 
ο Είναι παραγαγίσιμη στο 


ανοικτό (0,1). 


ο Ισχύει /(0)- {{1)--2. 


Αλλά, 3 χι ε(01); Γ(χρ}-0. Διότι 
αν υπήρχε τέτοιο χο. θα έπρεπε να εἰναι χρ - 0, όµως στο 0 δεν είναι συνεχής, 


άρα όχι και παραγωγίσιµη. 


(13) Αν ἠ-{3 : ο, τότε 
᾽ χΞ 


» Η ᾖ{ ασυνεχής στο 0, άρα και µη 
παραγωγίσιμη. 


«υΘ-λθ-ι. 
ο Η /{ παραγωγίσιµη στο (0,1). 


Αλλά, 3 χι ε(θ1) µε γ΄(αρ}- 0, διότι µόνο το 0 θα 
μπορούσε να έχει αυτή την ιδιότητα και στο 0 δεν 
παραγωγίζεται. 

αν υπήρχε τέτοιο χο. θα έπρεπε να είναι χρ -0, όµως 
στο 0 δεν είναι συνεχής, άρα όχι και παραγωγίσιµη. 


αν - . ο . -- 9 


1, χ-2 


ο Η {[ ασυνεχής στο 2, και συνεχής παντού 
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αλλού. 
«ο Η /{ είναι παραγωγίσιµη στο (12). 
« /()-/2-ι. 


Όμως, ἢ χρ ε (01) : Έα) Ξ0.διότι αν υπήρχε κάποιο, θα ήταντοθκαιθς (12). 
(ν) Ἡ παραγωγισιµότητα στο (α, Ρ̓ ) είναι 


απαραίτητη. 


Αν [-[-2.»2]-»«ὶ µε ;(α)Ξχ| τότε 


ο Η / είναι συνεχής στο [-2.2]. 
« /(2)-27(-2). 


ο Η /{ δεν είναι παραγωγίσιµη μόνο στοθε[--2.2|. 


Όμως, 3 αρ εί[-2,2) : Γ(α/)-0, (διότι αν πο. ότι υπάρχει κάποιο, 
καταλήγουμε σε άτοπο). 
(ν) Η συνθήκη γ(α}-- ΓΑ) είναι απαραίτητη. 
Αν Γ(α)- κ΄ /12]. τότε 
« ΗΚ είναι συνεχής στο [1,2]. 
ο» Η [ εἰναι παραγωγίσιµη στο 
(12). 
ο γ]-ι-4-γ(2). 


Όμως, ἡ χι ε(Ι,2) ᾽ !/ίαυ)-ο, διότι θα 


έπρεπε 2χ) -0-» χρ -0ε (1,2). 


(ν1) Οι συνθήκες του Θ.Κο]]ε είναι ικανές αλλά όχι αναγκαίες. Θα δώσουμε 


παράδειγµα όπου δεν εκπληρούται καμμία συνθήκη του Θ.Κο]]ο, όµως 


3. α.ε|ᾶ. δ) 5 Ε[π)--0. 


-χ᾽ 1 τε[-νῃ] 
Θεωρώτην γ{:[-1.1]-» με /ίκ)- 
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ο ἩΗ / είναι ορισμένη στο |- 11]. 


ο Η { δεν είναι συνεχής στο |- 11], 


: 1. ᾿ 
αφου στο χι Ξ-- εχω ασυνεχεία. 
5 


ο Η {ωςμη συνεχής στο αῃ -- δεν 


είναι οὔτε παραγωγίσιµη στο ῇ 


(-1,1). 


Όμως, 3 1-0 ε(-!!) : ΓΤί(ο)-0. 


9.2. ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗ͂Σ 


1. Το Θ.Μ.Τ. είμαι µία γενίκευση του Θ.Κο|]6 και διατυπώνεται ὡς εξής: 


«Αν η { συνεχής στο [α, β] και παραγωγίσιµη στο ία, . τότε υπάρχει 


τουλάχιστον ένα ἕ ε(α,β): γ (ἕ}- “0-19 ». 


β-α 
Να δείξετε µε χρήση αντιπαραδειγμάτων τα παρακάτω: 
() Η συνέχεια είναι απαραίτητη. 
(1) Ἡ παραγωγισιµότητα στο ανοικτό διάστηµα είναι απαραίτητη. 
(19Οι συνθήκες του Θ.Μ.Τ. είναι ικανές, αλλά όχι αναγκαίες για το 


συμπέρασμα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Μπορούμε να παραθέσουµε τα προηγούμενα παραδείγματα του 
Θ.Κο]]ο, για το (1). (11). (Π1}) αλλά και θα υποθέσουμε γενικά ότι { (α) :Γ (). 


(9 Η συνέχεια είναι απαραίτητη 


1 
- κ, δ]... 
πο ο 1) 


2, --- 
2 


Γα)- 


1 
ο Η / δεν είναι συνεχής στο |- οι διότι στο χι - δεν είναι συνεχής. 
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ο Ἄξε[-12] με 


/8)- 0} -1-ᾱ 
Γίἕ}- 2-. ο η Ε ο... 
: Διότι γ΄ (ἕ}----1-» 


2ο τη τα άτοπο, αφού 


1 
ξ ο. (γι αυτό στην κατασκευή 
του παραδείγματα θέσαμε 


| 1 
ασυνέχεια στο ἔ- ον 


(19) Η παραγωγισιµότητα στο ανοικτό διάστηµα είναι απαραίτητη. Α.χ. 


τν χε(τιῃ] 
---χ, χε! -],-- 
4 7 . ἘΝ 
-α-3) ο) 
3 2 


είναι παραγωγίσιµη στο 1, -0, άρα 


/- 


και στο {--1,2). 


Για την {. δεν ισχύει το 6.Μ.Τ. 
Πράγματι, 
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1 4 
Η εξίσωση { (ἔ) ---], αν απαιτήσουμε ξε - ι-σ] δίνει -- 5 --]-»έ -ᾱ 


απορρίπτεται διότι ἕ 6 - |-- 2) ; 


Αν απαιτήσουμε ἕ ε(--1,2). τότε γ΄ (ἕ}-- -1-» : (ἕ -3)--1-»4(ἕ-3)--3-» 


4ξ-ἰ2--3-ράξ-9-οξ--»2 άρα εε[-1-ῃ] 


Επομένως, 3 ὅ που να ικανοποιεί το συμπέρασμα του Θ.Μ.Τ. για την Γ 
(19Οι συνθήκες του Θ.Μ.Τ. είναι ικανές, αλλά όχι αναγκαίες για να ισχύει το 
συμπέρασμα. 


Θεωρούμε την [του προηγουμένου παραδείγματος, ορισμένη στο |-- 13] ως εξής: 


Δεν είναι συνεχής |-- 13], αφού δεν είναι 


1 
συνεχής στο Χρ - Επομένως, δεν 


είναι ούτε παραγωγίσιµη στο (- 13). 


Παρ’ όλα αυτά, υπάρχει ἕ ε(--1,3): γ΄ (ἕ}-- 


Πράγματι, 
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5 ῬΉΝ ο 1 
; απορρίπτεται διότι : ει- 7 


«» 


Δηλαδή, 3 ὅ - 2,375 ε [55) Γ (ἕ)- -Ξ 
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10. ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 


10.1. ΟΡΙΣΜΟΣ. ΜΕΛΕΤΗ ΜΟΝΟΤΟΝΟΥ 


1. Μπορούν δύο συναρτήσεις µε ἴδια αναλυτική έκφραση να έχουν 


διαφορετικό είδος µονοτονίας; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι δυνατόν, εάν ορίζονται σε διαφορετικά σύνολα. 
Π.χ η { -(0,1ο0) -»0 µε /{α) -- χ᾽ εἶναι γνησίως αύξουσα, 


ενώ η ο :(0,:-ο0) -»ὂ µε σ(α) -- χ᾽ είναι γνησίως φθίνουσα. 


2. Να βρεθεί µια µη μονότονη συνάρτηση, η οποία όμως να είναι μονότονη 


σε υποσύνολα του πεδίου του ορισμού της. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Μια τέτοια συνάρτηση είναι αυτή που έχει το παρακάτω 


γράφημα: 


β.γ] γνησίως φθίνουσαγη / μη μονότονη. 
!ήγ»δ] γνησίως αύξουσα 


α 


Το ανωτέρω παράδειγµα είναι απολύτως αποδεκτό. Αν όµως θέλουμε 
και την αναλυτική έκφραση της Γ,, θα πρέπει να κάνουμε µία πολυωνυμική 


παρεμβολή σε αριθμητικές τιµές κατάλληλες εντός τουλάχιστον τριτοβαθµίου 


7 


πολυωνύμου. 
Για παράδειγµα αν αξθ, ῥ-], γ-3, δ-4, τότε Ἴ {χ) 
θέτοντας /(0)- 0, μ{1}--2, 


4 


70) Ξ 0, /(4) Ξ-3, μπορώ να βρω ένα 4χ4 3 


γραμμικό σύστημα, το οποίο να επιλύσω : 


1} 


ία β Υ ὁ ᾗπ ὁδ ἘΝ 
2559 


κατά τα γνωστά, που είναι όµως χρονοβόρο. Το { (0) -- 0 δίνει 3χ3 αλλά και 
πάλι έχω µεγάλο σύστημα. 

Θέτοντας στη θέση των ῥ, ὁ τοπικά μέγιστα όπως φαίνεται στο 
γράφημα, µε τη βοήθεια της θεωρία παραγώγων θα πρέπει { (8) Ξ0,{ (ὁ) Ξ0 
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ἠ ακόµα { 6; Ξ0 (σηµείο καμπής) και έτσι να παρακάµψω τους πολλούς 


αγνώστους και το χρονοβόρον της λύσεως. 
Ακόμα πιο εύκολο είναι στην θέση τῶν διαστημάτων µονοτονίας να 
παρεμβάλλω ευθύγραμμα τμήματα, πράγμα που υπολογιστικά είναι ακόµα πιο 


σύντομο, αλλά δεν έχω συνεχή συνάρτηση (που εδώ όµως, δεν χρειάζεται). 


3. Να βρεθεί µία µη μονότονη συνάρτηση, η οποία να ορίζεται στο ὃ και 


για την οποία να µην υπάρχει διάστηµα στο οποίο να είναι μονότονη. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η συνάρτηση του Πιοη]ει διαθέτει τις παραπάνω 
προὐποθέσεις. 


τε δω Ἱ. αν ό 
7:0-»0 κα) ο... 


0, αν χάρρητος 


Δεν είναι μονότονη, διότι: 


ο - γα; ) ΞΙ, αν χι,χ2 ρητοί 
᾿ /ίχι)Ξ1» /ία1}- 0, αν χι ρητός, χ» άρρητος 
ΠΕ ρα) -ος1- γ(α,}, αναὶ ἀρρητός, χ; ρητός[᾽ 
/ίαι ) ο. {ο ) αν χι,χ» άρρητοι 


Αν θεωρήσω τον περιορισμό της { σε οποιοδήποτε διάστηµα 4 και 
χιιχ, ΕΔ., τότε ανάμεσα στα χ,,χ; υπάρχουν άπειροι ρητοί και άπειροι 


άρρητοι και ομοίως δεν είναι μονότονη. 


4. Να βρεθεί συνάρτηση, της οποίας η μονοτονία να µη µπορεί να μελετηθεί 
με τις μεθόδους τους απειροστικού λογισμού, αλλά μόνο µε κλασσική 
Άλγεβρα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι η συνάρτηση του ΠὨἱτίοβ]εί, η οποία είναι ασυνεχής σε 


κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της και (άρα) µη παραγωγίσιμη, παντού. 
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5. Αν μία συνάρτηση είναι μονότονη στο πεδίο ορισμού της, τότε -ὡς 
γνωστόν- θα είναι μονότονη και σε κάθε υποσύνολο του πεδίου ορισμού 
της. Να αποδειχθεί ότι αν είναι μονότονη σε υποσύνολα του Π.Ο. της, δεν 


έπεται ότι είναι και μονότονη στο Π.Ο. της. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Στην εφ.2 του παρόντος κεφαλαίου, έχω συνάρτηση μονότονη 


κατά διαστήματα, αλλά µη μονότονη στο πεδίο ορισμού της. 


6. «Αν µία συνάρτηση Γ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα Δ, ς Η ( Τ ) 
και γνησίως αύξουσα επίσης στο διάστηµα Δ, ΞΗ(γ) µε Δ,ΠΔ; -, 
τότε θα είναι γνησίως αύξουσα καιστο Δ-ΞΔ,ἰ)Δ,». 


Να αποδειχθεί η ανωτέρω πρόταση αν είναι αληθής ή να δοθεί κατάλληλο 


αντιπαράδειγµα, αν είναι ψευδής. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι ψευδής. 
Α.χ. Στο παρακάτω σχήμα έχω το γράφημα µια συνάρτησης {, η οποία 
Είναι γνησίως αύξουσα στο [0,1] . 
Είναι γνησίως αύξουσα στο [23]. 
Αλλά η Γ δεν είναι μονότονη στο 
[11023] αφού ο λόγος για τον 
οποίο η { δεν είναι γνησίως αύξουσα 
είναι ότι υπάρχουν π.χ. 
123ΕΔ µε 
1«2«3 και /[[ι)-120- 12) 
και γ(2)}-0»«3-- {(3) 
-» Χρησιμοποιήσαμε την άρνηση του 
ορισμού της γνησίως αὔξουσας 
συνάρτησης. 
-» Για να ισχύει το συμπέρασμα της πρότασης σε οποιαδήποτε ένωση 

δύο διαστημάτων (ανοικτών ή κλειστών) θα πρέπει προφανώς: 


Αν Δ, -(α, β) ή [α,Ρ]ή [α. ϱ) ή (α. μ] 
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(3.3) 


και Δ; Ξ (5) ἡ [γ,δ]ή [γ.δ) ἡ (γ.δ]. 
τότε [πι ΜΕ [πι 15} 


χ-5Ρ̓ χ-λα 
-» Ανάλογα ισχύουν για συνάρτηση σε διαστήματα όπου εἰναι γνησίως 


φθίνουσα. 


7. Είναι γνωστό ότι ισχύει η πρόταση:«Αν {Γ:Δ-»ΤΕ παραγωγίσιµη µε 


ΙΙ (α) »0 ΥχΧΕΔ ,τότε η [ είναι γνησίως αύξουσα στο Δ». 


Να αποδείξετε µε κατάλληλο αντιπαράδειγµα, ότι δεν ισχύει η αντίστροφη 


πρόταση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την Γ:Κ- ΣΚ µε { (χ)-- χ᾽ η οποία είναι γνησίως 


αύξουσα, όµως 70) η 


8. Να βρεθεί συνάρτηση, η οποία να είναι γνησίως αύξουσα στο ὃ και η 


οποία να έχει άπειρα σημεία στα οποία να μηδενίζεται η πρώτη 


παράγωγός της. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την [:δ-»6ὸ με 4 


; (χ) Ξχ-τεημε. Η {είναι γνησίως αύξουσα. 


23 


Όμως  {[Γ(α)ΞΊσυνχ και η εξίσωση 


Τ(α)Ξ0-συνχ--1«»(χ-(κ{1π, κεΖ). 


Δηλαδή, έχω άπειρες αριθμήσιμες τιµές για τις 


οποίες { 8 Ξ0. ενώ η { είναι γνησίως αύξουσα. 


9. Υπάρχει συνάρτηση { µε Φ( 7 ) -- Ια -- {0) που είναι συνεχής και η 


οποία σε κάθε διάστηµα που περιέχει το χ), οσοδήποτε μικρό, δεν είναι 


μονότονη. 


.΄-.:ΚὮ .. 1 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναιη [:0 -»ο και. γ(χ) ης, Ὠκ--Ώ 
χ 


Γι’ αυτήν έχω: 


. κ 


ο Είναι συνεχής στο Δ(/)--δ”. 


26] 


3 Γ10). 


ον ἑκαυ- -ἂςς 
χ 


(Ὁ) 


Ῥ] Ὁ οὔεεοης ἆδεν 
χ 


(2) 


ο ο 
2 α 


ΟΣ 
2 α 
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Από (1) και (2) έχω ότι για κατάλληλα µεγάλο κεβρ τα διαστήματα 
όπου Γ (4)50 ή Γ΄) «0 γίνονται όσο θέλουμε στενά. Δηλαδή γενικότερα, 
όταν κ --Ζοο τα διαστήματα μονοτονίας στενεύουν απεριόριστα. Με άλλα 
λόγια, γύρω από το 0, η {, δεν διατηρεί σταθερό πρόσημο. Από αύξουσα γίνεται 
φθίνουσα (και αντιστρόφως) σε πολύ «μικρά» διαστήματα που τείνουν να έχουν 
πλάτος 0. 


Άρα: Δεν υπάρχουν διαστήματα γύρω από το 0, όπου η { να είναι μονότονη. 


10.2. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΩΝ ΜΟΝΟΤΟΝΩΝ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 


Α.ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 


1. Αν η ΓΙ είναι μονότονη, τότεη Γ-α (α Ε ὅ) είναι μονότονη µε το ίδιο 
είδος μονοτονίας. 

2. Αν η { είναι μονότονη, τότε η α: { (α Ε ϐ) είναι μονότονη µε το ίδιο 
είδος μονοτονίας αν α Ἄθκαι μονότονη µε αντίθετο είδος µονοτονίας αν 
α«0. 


1 
3, Ανη ΓΙ 0 σε διάστηµα 4 διατηρεί σταθερό πρόσημο, η {μονότονη, η Ἔ 


έχει αντίθετο είδος µονοτονίας. 
4. Αν [ μονότονη και υπάρχει ϕ/Γ. τότε έχει και αυτή το ίδιο είδος 
μονοτονίας. 


ο, Αν Γ μονότονη, τότε η {’ έχει: 


() Το ίδιο είδος μονοτονίαςαν {Γ20. 
(1) Το αντίθετος είδος αν { «0. 
6. Αν [ο συναρτήσεις µε κοινό πεδίο ορισμού Α, τότε: 


(ΕΓ αύξουσα και ϱ αύξουσα) -» [-ο αύξουσα 
(Γ φθίνουσα και σ φθίνουσα) -» {-ρ φθίνουσα 
(Γ αύξουσα και ϱ γν. αὐξουσα)-»{5 αύξουσα 


(Γ φθίνουσα και σ γν. φθίνουσα) -» Γ-ρ φθίνουσα 
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7. Αν Όρο δύο συναρτήσεις µε κοινό πεδίο ορισμού Α., {(920 ΥΧΕΑ͂. 
και σ(χ)»0 ΥχΕΑ, τότε: 

(αύξουσα, α αύξουσα ) -» [ο αύξουσα 

(φθίνουσα, ο φθίνουσα) -» [ο φθίνουσα 

(Γαύξουσα, α γν. αύξουσα) -»{σ αύξουσα 


(Γφθίνουσα, α γν. φθίνουσα) - {ο φθίνουσα 


8. Αν Ε.σ δύο συναρτήσεις και για τις οποίες ορίζεται η σύνθεσή τους 
γος τότε: 

(Γ αύξουσα και ο αύξουσα) -» [ος αύξουσα 

(Γ αύξουσα και 6 φθίνουσα) -» [ορ φθίνουσα 

(Γ φθίνουσα και σ αύξουσα) -» [ορ φθίνουσα 

(Γ φθίνουσα και σ φθίνουσα) -» [ορ αύξουσα 

Ακολουθείται δηλαδή κατ᾽ αντιστοιχίαν ο κανόνας των προσήμων στον 
πολλαπλασιασμό πραγματικών, όπου «αύξουσα» το «1» και όπου «φθίνουσα» 


το «-». 
{ , { , , , ͵ -1 
9, Αν µια συνάρτηση είναι γνησίως μονότονη και επί, τότε υπάρχειη {µε 


το ίδιο είδος μονοτονίας. 
Β.ΜΗ ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ 


1. Κάθε άρτια συνάρτηση, δεν είναι γνησίως μονότονη. 


3. Κάθε περιοδική συνάρτηση, δεν είναι γνησίως μονότονη. 
Γ.ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΚΑΙ ΡΙΖΕΣ 


1. Αν η {Γ γνησίως μονότονη στο 4, τότεη { (χ) -0 έχει το πολύ μία ρίζα 


στο Α. 
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αν 


Τα γραφήματα µια γνησίως αύξουσας συνάρτησης { και μίας γνησίως 
φθίνουσας συνάρτησης σ, µπορεί να τέμνονται το πολύ σε ένα σημείο . 


(Πσοδυνάμως η εξίσωση { (χ) Ξ σ(χ) έχει μία το πολύ ρίζα). 


Δ.ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ ΓΕΝΙΚΩΝ ΜΟΡΦΩ͂Ν ΓΝΩΣΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 


Οµοπαραλληλική: { (χ) -αχηβ. 

8. Ανα»0,η | γνησίως αύξουσα. 

Ρο. Αν α«0,η {| γνησίως φθίνουσα. 

Γον Αν α-θ, { (χ) Ξῥ σταθερή που θεωρείται και αύξουσα και 
φθίνουσα. 

Τριωνυμική: /(α) Ξ-αχ «ΑΧ. (α - 0) 


( ας 0, στο - --2) γνησίως αύξουσα και στο κ... γνησίως 
α α 


φθίνουσα. 


(1) α 0. στο - --5) γνησίως φθίνουσα και στο κ... γνησίως 
α α 


αύξουσα. 


Ομογραφική: ;(α}- ΕΕ. αὖ --βγ-0,γ-0 
γχ ὃ 


() Αν αδ-- ῥγςθ. στο [---5) γνησίως φθίνουσα και στο 
7 
Ι ὃ | σαι 
---,Έου |γνησίως αύξουσα. 
7 
η, ὃ ᾿ ; 
(1 Αν αὓ- 420. στο | -ο,---| γνησίως αύξουσα και στο 
7 


Ι δ | ἦτο ο. 
---,Έοο |γνησίως φθίνουσα. 
7 


{Πασαἵ 
(Ὶ Ανα-ᾶπ, πεὸ, Η(Γ)- ὃ, στο (-οο0)., στο (00ο) Ί.. 
(ἢ Ανα-2π-Ι, πεὸ, Η(/)- ὅ,στο δ᾽ ἢ. 


(1) ΆΑνας-λῃ, πεὸ, Η(/}- ὅ᾽, στο (ο) Ί, στο (019). 
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(ν) 


(1) 


(Ὁ 
(1) 


(Ὁ 


(1) 


(ῑ 


(ν) 


Ανα--2π-1, πεὸ, Η(γ}-δ᾽, στο δ΄ ψ. 
Αναεδ-βρ.α»0 Η(/)-ὅ,,στο (0,-οο)Τ. 
Αν αεὔ-Ρ-α»0 Η(/)- ὅ”,στο (0,0). 

Η εκθετική Γ(α)-αἲ, θ«αγ!, Η(/)- 
Αν α«1, η Εν. 
ΑναξδΕ η ΡΤ. 


Η λογαριθµική γα) ΞΙοθιχ ,θ«α-], Η (4) Ξ 


Αν α«1, η Εν. 
Ανα»ί,η Γ1. 


Τριγωνομετρικές συναρτήσεις: (κεΡ) 

π πὶ , 
;(α}- ημχ, Αν χε [2κα-Ξ2κπε5) «τότε {Γ1. 
Αν χε ο 7 ασ]. τότε νε 


/(α}- συνχ, Αν χε(2κπ,2κπ«π).τότε Γ. 


Αν χεί(ὀκπ «π,2κπ2π),τότε Γ1. 


/(α}- εφαχ, Αν κε κα σα «| τότε ων 


Γ(α)-σφχ, Αν χε(κπ,κπ--π), τότε Γ. 


...-Ἐ 


δι 
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1. ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ -- ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΕΚΜΑΤ 


Σχέση πεδίου τιμών συνεχούς συνάρτησης {, µε φράγμα , ἵπΗΠ11Π1, 5ΠΡΓΘΠΛΠΠΙ, π13Χ, πίῃ, της {. 


Πεδίο Κάτω Ολικὀ Ολικὀ 
Τιμὼν βμὶ φράγμα ... Π11ῃ ΠΙΑΧ 


Δεν έχει ΦΣα Δεν ἐχει Ἡ Δεν έχει 


Δεν έχει ΦΣα Δεν ἐχει α 


όσα ΦΣα Δεν ἐχει Ἡ Δεν έχει 
φξα ΦΣα Δεν ἐχει β 
ΦΣα Δεν ἐχει 
Φ2α β 
Δεν έχει Δεν έχει 
Δεν έχει Δεν ἐχει Ἡ Δεν έχει 
Φ2α α α 


11.1. ΟΡΙΣΜΟΣ, ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΚΑΙ ΣΥΝΕΧΕΙΑ, ΑΚΡΟΤΑΤΑ ΚΑΙ 
ΑΣΥΝΕΧΕΙΑ. 


1. Υπάρχει παράδειγµα συνάρτησης, η οποία δεν έχει τοπικά . ούτε ολικά 


μέγιστα ή ελάχιστα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: ἠ:δ -» ὃ 
με /(α)-α 


Εκτός από την συγκεκριμένη {, μπορούμε 


να παραθέσουµε και οποιαδήποτε μονότονη 


στο Κ. 


2. Ὑπάρχει παράδειγµα συνάρτησης, η οποία έχει μόνο ολικό μέγιστο, το 


οποίο είναι συγχρόνως και τοπικό, ενώ δεν έχει τοπικό ή ολικό ελάχιστο. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η [:5δ-»(-ο.0] µε γ()--χ’ 


εκπληροί τα προηγούμενα 


3. Ὑπάρχει παράδειγµα συνάρτησης, η οποία έχει µόνο ολικό και 


συγχρόνως τοπικό ελάχιστο και κανένα μέγιστο. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Κ : (ω,0]-» με 


Ἡε]Ξαξ. 


4. Υπάρχει παράδειγµα συνάρτησης που έχει μόνο τοπικά, αλλά δεν έχει 


ολικά ακρότητα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ρ:0ο-0 με {(χ)- αἱ 1-χ᾽ -2χ. 


Η { (α)-- 0 έχει ρίζες τους αριθμούς 0. 1, - 
2. 
Η { (α)- 0Ο έχει ρίζες τους αριθμούς 2 


-1ἑν7 -1-ψ;, , 
1 9 ὰ », οπου εἶναι και Οι θέσεις 


των τοπικών ακροτάτων. 


Ἡ ᾖ δεν έχει ολικά ακρότατα, αφού 2 


Η(/)-δ. 


5. Υπάρχει παράδειγµα συνάρτησης, της οποίας το ολικό μέγιστο δεν είναι 


τοπικό μέγιστο. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: }:|01]-» [01] µε γία)- χ. 
Στο 1 έχω ολικό μέγιστοτο { (1) 1:5: (χ) νχε [0,1]. 
Στο Ι δεν έχω και τοπικό μέγιστο, διότι βάσει του ορισμού τοπικού 


ακροτάτου, θα πρέπει να υπάρχει ανοικτό διάστηµα (α, β)ε Η( κά ) και 


1εία.β), όπου Γ{1)Σ Γ{α), νκ ε(α, β). 


Τέτοιο όμως διάστηµα, προφανώς δεν υπάρχει. 
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Επίσης, (ομοίως) στο 0 έχω ολικό ελάχιστο, το οποίο δεν είναι τοπικό ελάχιστο. 


6. Να εξεταστεί. αν είναι δυνατόν σε µία συνάρτηση να υπάρχουν τοπικά 


ακρότατα, αλλά να µην υπάρχουν ολικά ακρότατα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η {: ία, β)--» (κ, Λ) µε γραφική παράσταση όπως φαίνεται 


παρακάτω, έχει τοπικά ακρότατα, αλλά δεν έχει ολικά. 


ία, κ) 


| | α | | | | 


7. Δείξτε, ότι είναι δυνατόν, το ολικό μέγιστο, να µην είναι το μεγαλύτερο 
από τα τοπικά μέγιστα καθώς και το ολικό ελάχιστο να µην είναι το 


μικρότερο από τα τοπικά ελάχιστα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η προηγούμενη γραφική παράσταση, αν θεωρηθεί 
Ως [:[α.β]-»[κ.λ] . τότε εκπληροί όλες τις συνθήκες. Συμπεριλαμβάνονται 


δηλ. στην γραφική παράσταση συνάρτηση και τα σημεία (α.κ) και (β,λ) 


8. Είναι δυνατόν τοπικό ελάχιστο να είναι μεγαλύτερο από τοπικό μέγιστο; 
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γα 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι δυνατόν. Στο παρακάτω σχήμα έχω {Γ:06 -»0 που 


εκπληροί την τεθείσα συνθήκη. Το ε είναι τοπικό ελάχιστο και το µ τοπικό 


μέγιστο, όμως με. 


τα 


Ως παράδειγµα συνάρτησης σε αναλυτική µορφή έχω την {: δ -» ὃ µε 


ΠΟ 
;ῶ-λεστΘ-α-ιά κ--λι/ α- τι, {ε-ἢ--.εὔ, 
Γ109-250. 


Επομένως, στο --] έχω τοπικό μέγιστο, το { (- 1) - -2 και στο ΓΕ έχω τοπικό 
ελάχιστο το /{1}- 2. 


Προφανώς { (- 1) ας Ἐ () και εκπληρούται η αρχική συνθήκη. 
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9. Υπάρχει συνάρτηση της οποίας κάθε σημείο να είναι ολικό μέγιστο και 


ταυτοχρόνως ολικό ελάχιστο; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η σταθερή συνάρτηση {: ὃ -» ὃ µε γ(χ})-- εκπληροί την 
τεθείσα συνθήκη, αφού αν χρεῦ, γί(αφ)-εΞε- γ(χ), Ὑχεῦ και 


Τίαι)-οΣος Πα), σχεῦ. 


10. Σε µη συνεχή συνάρτηση στο αῃ, να παραθέσετε παράδειγμα, όπου: 

(Ὁ Εκατέρωθεν του αχ να έχω αλλαγή μονοτονίας και ακρότατο στο 
οσο 

η) Εκατέρωθεν του αχῃ να έχω αλλαγή µονοτονίας, χωρίς να έχω 
ακρότατο στο αρ. 

(11) Αριστερά του χι να είναι αύξουσα, δεξιά του φθίνουσα και στο 
χρ να έχω τοπικό ελάχιστο. 

(ν) Αριστερά του αχ να είναι φθίνουσα, δεξιά του αύξουσα και στο 
χρ να έχω τοπικό μέγιστο 


(ν) Χωρίς να έχω αλλαγή μονοτονίας εκατέρωθεν του χ,, να έχω 
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τοπικό μέγιστο στο χι. 


(ν) Χωρίς να έχω αλλαγή µονοτονίας εκατέρωθεν του χ,, να έχω 
τοπικό ελάχιστο στο αρ. 
(ΠΠ) Χωρίς να έχω αλλαγή μονοτονίας εκατέρωθεν του Χρ να µην 
έχω τοπικό ακρότατο στο αι. 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


(1) 
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11. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης {:ϱο -»0 η οποία σε κάθε 


υποδιάστηµα του ὂ, οσοδήποτε «μικρό», να περιέχει άπειρα ακρότατα της 


{. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Γ τὸ -»ὂ µε 
1. αν χ άρρητος 

Λ9Ξ] | 
0, αν χρητός 
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Σε κάθε διάστηµα υποσύνολο του ὂ, περιέχονται άπειροι (και αριθµήσιμοι) 
ρητοί και άπειροι (και υπεραριθμήσιμοι) άρρητοι. Επομένως, έχω άπειρες 
(υπεραριθµήσιµες) θέσεις όπου έχω μέγιστη τιµή το 1 (είτε για κάθε ρητό είτε 
για κάθε άρρητο) και άπειρες (αριθµήσιµες) θέσεις όπου έχω ελάχιστη τιμή το 0 


(για τους ρητούς). 


12. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, η οποία να έχει άπειρα (αριθµήσιμα) 


σηµεία στα οποία να έχουμε τοπικά και ολικά μέγιστα ή ελάχιστα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η /{:5ὅ -»ὂ µε {Γία)-ημχ, για χ-1κπ 15, κερ έχω 
άπειρα τοπικά και ολικά μέγιστα, αφού πι 2κπε5) Ξ1. Ὑκερ. ενώ για 


π δ ͵ . ; ᾿ Ἕ 
χ-2κπ ως. Κερ, έχω άπειρα τοπικά και ολικά ελάχιστα, αφού 


πι νετ 2 Ξ-Ινκερ. 


13. Να δοθεί παράδειγμα συναρτήσεως, η οποία να έχει κ το πλήθος 


(κ Ε ϱ) τοπικά ακρότατα, διάφορα ανά δύο. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ορίζουμε: 


Ἡ χε [0.1) 
2, χε [1:2) 
2, χε[23) 
/(α)- 25 οἱ χε[3.4) ου 


Η / έχει πεδίο τιµών 31( 1} - η ος έχει κ το πλήθος τοπικά ελάχιστα 


(ή μέγιστα) μέγιστο. 


14. Να κατασκευασθεί συνάρτηση /{:0 -» ὃ, η οποία να έχει κ το πλήθος 
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(κ Ε ϱ)τοπικά ακρότατα σε δεδομένες θέσεις του συνόλου 


4Α- ο ο εἴας } ς ὃ και η οποία να είναι συνεχής και παραγωγίσιµη. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Περιγραφικά η κατασκευή γίνεται ως εξής: 

Αν η Γ πολυωνυμική, τότε Γ΄ (χ) . (χ -χι χα -χ; }.{α -ᾱ, ), η οποία έχει ρίζες 
της πρώτης παραγώγου τους αριθμούς χ,,χ;,....,, έχω εναλλαγή προστίμου 
ανάμεσα στα διαστήματα τῶν ριζών, άρα έχω ακρότατα. Η /Γπροσδιορίζεται µε 


µια απλή εύρεση αρχικής συνάρτησης (αόριστο ολοκλήρωμα). 


15. Να αποδειχθεί ότι είναι δυνατόν: 
Να υπάρχει συνεχής συνάρτηση [ ορισμένη τουλάχιστον σε διάστηµα 


(ο), και χρε (α, β).έτσι ώστε σε κάθε διάστηµα της µορφής (κ,χρ) να 
μην έχω ένα είδος μονοτονίας, και σε κάθε διάστηµα της μορφής ή, 
επίσης να µην έχω ένα είδος μονοτονίας, κι εν τούτοις, στο χῃνα έχω τοπικό 


ακρότατο (π.χ. ελάχιστο της {). 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι δυνατόν, σε µια συνεχή συνάρτηση, σε σηµείο της χρ, να 
μην έχω αλλαγή μονοτονίας εκατέρωθεν του αμκαι παρόλα ταύτα, να έχω στο 
χρτοπικό ελάχιστο. 
Θεωρώτην {: ὃ -»ὂ µε /(α)- χ 
0, χ-0 

Η { είναι συνεχής στο 0 αλλά και παραγωγίσιµη στο 0 µε 

1 2 

Αχ μ᾽ --αημ, χ-ο 

; (α)- ίς χ ων : 

0, χ-ο 


Αποδεικνύω ότι /΄(0) - 0. 


--- 
| 
πο 
5 
--- 
στι 
αν 
τν 
το 
| 
5 
το 
Ῥ- 


ω 6559 


1-90 1-0 ᾖ-0 


ως γινόμενο της απειροστή { επί την φραγμένη ημ΄ ; 8 
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Ως παραγωγίσιµη στο 0, έπεται ότι είναι και συνεχής στο 0. 


2 Ῥ, δν... 
" 2συν----6 --Ε12χ -, χ:0 
τὰ (κ)- χ Ἔν χ μμ . 


0, Χχ΄Ξ- 0 
Η απόδειξη ότι γ΄ (0}--0. 
1 2 
.  ημοα πμ οι] 2 
; (0) -- [1π1 - [44 ο 
1-0 ᾖ --»0 ᾖ [η 


(ὡς απειροστές επί φραγμένες, όπως και προηγουμένως). 
Επειδή {Γ΄ (0) Ξ0. πρέπει να προχωρήσουμε σε παραγωγίσεις, µέχρι να βρούμε 


την πρώτη µη μηδενιζόμενη παράγωγο. Αλλά η {Γ΄ (χ) δεν είναι συνεχής στο 


ς | 2 5 ν Ρ 
χρ -0, αφού η παράσταση ;νυύγ δεν είναι συνεχής. Για παράδειγµα, αν 


1 2 2 
θεωρήσω αχ, Ξ-----0, τότε 2συν-- - “συγ -2συνΖηπ-2-»2, ενώ αν 
ππ χ 


{214 


θεωρήσω κ. Ξ αμ -»0. τότε ον ον -- 2συν(2ηπ - π) --2-}»-2, 


π 
μπε -- τ 
2 


Τελικά η γ᾽ (χ) στο 0 δεν είναι συνεχής. Άρα 3 {΄ (0). (Αν υπήρχε θα είχα 
συνέχεια στο γ΄ (0), άτοπο. 

Αυτό σημαίνει ότι δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το κριτήριο της β᾽ 
παραγώγου. Θα χρησιμοποιήσουμε το κριτήριο της α παραγώγου: 

Θεωρώ διάστημα (110), -»0,ᾳ«0. Σε αυτό το (οσοδήποτε «μικρό») 
διάστηµα, θα προσπαθήσουμε να βρούμε το πρόσημο της { α) ντ Ὁ 

Θεωρώ τα σηµεία α(0,0) και (1, 7 (1) και τη χορδή ΑΒ. Η κλίση της ΑΒ 


είναι: 


Ἱ 
- -}}ημ--«0 
; ἐπ 


αμ” τ» ΟὟ}, και μ} «0, όταν ἡ «0, άρα ο 


Αυτό σηµαίνει, ότι η χορδή ΑΒ µπορεί να έχει οποιαδήποτε αρνητική κλίση. 
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1 
Σύμφωνα µετο Θ.Μ.Τ. θα υπάρχει χε (110). ώστε { (χ) -}ημ” Γ «0. Για 


τα διάφορα ᾖ -»0,} «0, υπάρχουν χε (1,0) Ἢν ἢ ᾿(α) αρνητικός. 

Δηλαδή αχ: (α) «0, σε κάθε διάστηµα αριστερά και οσοδήποτε κοντά στο 
0. 

Ομοίως, συμπεραίνουμε ότι /᾽ (χ) » 0, σε κάθε διάστηµα δεξιά και οσοδήποτε 
κοντά στο 0. 

Σύμφωνα µε το κριτήριο της α παραγώγου, τα προηγούμενα έχουν ὡς συνέπεια 


η Γ να έχει ελάχιστο στοῦ, το 0. 
1 1 

Επειδή 0«ημ’--«1,. ψχ-»0«χημ΄- «χ᾽ καιη /Γ περιέχεται ανάμεσα 
ον χ 


στην ευθεία γ-0 καὶ την παραβολή ν -- χ’. 


33 
Ε(κ) 210 


--0.00000001 Χ 0.00000001 


Να σημειωθεί ότι την ανωτέρω γραφική παράσταση την πήραμε από το 
λογισμικό «ΜαίΠΟΑΏΡ» που έχει την επί τούτω δυνατότητα. Στα άλλα 
λογισμικά γραφικών , όλη αυτή η ταλάντωση παριστάνεται ὡς μία απλή 
τετραγωνική καμπύλη που έχει ελάχιστο στο 0 και εφάπτεται του άξονα χχ΄ 


στο 0, όπως και η καμπύλη γα” (111). Ως επί πλέον σχόλιο, να δηλώσουμε 
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για άλλη µια φορά τα πεπερασμένα όρια των υπολογιστών , αλλά και των 
λογισμικών. Δεν μπορούμε να βασιζόμαστε πάνω τους ούτε και για την 
εποπτεία. Παράλληλα , ο «χειροκίνητο υπολογισμός τιμών της 
συγκεκριμένης συνάρτησης σε μικρή περιοχή του μηδενός είναι πρακτικά 
ανέφικτος , αφού ένας αριθµός μικρότερος της μονάδος, στην τετάρτη δύναμη 


μειώνεται πάρα πολύ, ενώ ο αντίστροφός του αυξάνεται πάρα πολύ. Ο 
. . . ὰ 4 2 1 
υπολογισμός του ημιτόνου του τετραγώνου του και του γινομένου α΄ημ΄ -- 
χ 


μπορεί να δημιουργήσει πάμπολλα λάθη στρογγυλοποίησης, έτσι που δεν έχει 
κανένα νόημα ο δια χειρός υπολογισμός . Γι αυτό εξ άλλου αποτυγχάνουν και 
τα απλά λογισμικά , αφού έχουν μικρό όριο ψηφίων µε τα οποία κάνουν 
υπολογισμούς και αναπόφευκτες στρογγυλοποιήσεις. Το Μαίπεπιαίΐσα και το 
ΜΑΙΠΟΑΡ ξεπερνούν αυτά τα όρια κατά πολύ, αλλά κι αυτά βεβαίως , είναι 
λογισμικά. Αν αντί χ΄ έχουµε χ᾽ το ΜαΙΠΟΑΡ 2000 Ῥτο µπορεί να επιτελέσει 
την σχεδίαση. Για χ όµως αποτυγχάνει και έχω πάλι σχεδίαση απλής 
καμπύλης . Προφανώς, υπερέβημεν το σχεδιαστικό του όριο. 

Πάντως, η συγκεκριμένη συνάρτηση είναι η «Λυδία λίθος» ελέγχου της καλής 
δυνατότητας ενός σχεδιαστικού προγράμματος και άρα αποτελεί 
αντιπαράδειγµα στον ισχυρισμό ότι «τα απλά σχεδιαστικά λογισμικά 
μπορούν να σχεδιάζουν ικανοποιητικά όλες τις συνεχείς ή κατά τμήματα 
συναρτήσεις εκτός από τις «τύπου Ῥιγϊςπ]οὐ»; Εδώ έχουμε ένα παράδειγµα 


συνεχούς συναρτήσεως που τα απλά λογισμικά αποτυγχάνουν παταγωδώς. 


16. Υπάρχει συνάρτηση {: 
ο Ορισµένη στο [α..οο) και συνεχής 


ο Στο α δεν έχει ακρότατο. 


1 
2 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμετην /:[03:9)-»ὅ µε γ(κ)-417 νο. 3 ώς 
0, χ-0 


Για κάθε αχ » 0 είναι συνεχής ὡς γινόμενο συνεχών και σύνθετη συνεχών. 


Επίσης στο 0 είναι συνεχής, αφού { καν -ὓ ως γινόμενο 
χ-»0 χ 


απειροστής επί φραγμένη. Ὅμως το { (0) δεν είναι τοπικό ακρότατο, αφού 


οσοδήποτε κοντά στο 0, σε κάθε διάστηµα της µορφής [0, αἱ η Κα) εναλλάσσει 
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πρόσημο, δηλαδή γίνεται και θετική και αρνητική, συνεπώς η τιµή 0 δεν µπορεί 

να είναι τοπικό ακρότατο. 

Ο παραπάνω ισχυρισμός καθίσταται φανερός, αν θεωρήσω την ακολουθία 
1 


χα Ξ -»0 και χ, 20, νμεὸ. Από τον ορισμό της σύγκλισης της 
2πη 2 


ακολουθίας, έπεται, ότι σε κάθε διάστηµα της µορφής (0.6), υπάρχουν άπειροι 
όροι της και οι τιµές της συνάρτησης γι αυτές τις άπειρες τιµές είναι 
;(α)}-χ; 1Ξ-1χ7»0. 

1 


-------}0 και ν, 50, νπεὸ, τότε και αυτή σε 
2πη 1- 33 ι 
2 


Αν θεωρήσω ν, Ξ 


διάστηµα (0,8), έχει άπειρους όρους της και οι τιµές της συνάρτησης γι αυτούς 
τους όρους είναι ;(»,) Ξγ; (-1) ---γ «0. 
Δηλαδή. οσοδήποτε κοντά στο 0. έχω και θετικές τιµές και αρνητικές 


τιμές, άρα στο 0 δεν µπορεί να έχω ακρότατο 


τε 


279 


1.2. ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΕΕΚΜΑΤ 


1. Το Θεώρημα του Εογπιαί . έχει την εξής διατύπωση: «Έστω α-β. 


χο ε(α.ϱ) «7:(α,β) --» Ν παραγωγίσιµη στο χο και Χο τοπικό 
ακρότατο της {. Τότε, {(α,)Ξ0». 
Να αποδείξετε (µε ισάριθµα ξεχωριστά αντιπαραδείγµατα) ότι οι τρεις 
υποθέσεις του θεωρήματος, δηλ.: 
... Η Γορίζεται σε ανοικτό (α,β) 
Π. Τοχρτοπικό ακρότατο της {. 
Π. Ἡ Γπαραγωγίσιμη στο (α,β) 


είναι απαραίτητες έτσι ώστε να ισχύει το συμπέρασμα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
α) Για την αναγκαιότητα της υπόθεσης (1): 


θεωρώ την Γ: [01] --»[01] µε γίχ)-- χ. Αυτή: 


1) Είναι ορισμένη στο κλειστό [0.1] (αντί του ανοικτού που προβλέπει 
η υπόθεση (1) ). 
2) Τοῦε [0:1] είναι θέση ελαχίστου. 
3) Η { είναι παραγωγίσιµη στο [0.1]. 
Όμως δεν υπάρχει χ) ε[01]: γ(χρ}- 0, αφού {΄(κ)- 130 υχεἰοι]. 
β) Για την αναγκαιότητα της υπόθεσης (11) : 


θεωρώ την {:1,2) -» (14) µε γ{χ)- χ᾽. Αυτή: 


1) Είναι ορισμένη στο ανοικτό (1,2). 
2) Στο (1,2) δεν έχω θέση ακροτάτου (αντί της ύπαρξης ακροτάτου 
που προβλέπει η υπόθεση (11) ). 
3) Η { είναι παραγωγίσιµη στο (1.2). 
Όμως δεν υπάρχει χρε (12) ; δι αι) -Ὅ-«»λχι-ὌΌε;χι-ῃ 
απορρίπτεται, 
αφού 0 ε (12). 


γ) Για την αναγκαιότητα της υπόθεσης (11): 


θεωρώ την { :(-11}-» ὃ µε 


--Ἂ ἅτε [- 1.0) 
͵α)-ἠ-, κ-ο }. Αυτή: 
ᾱ, -αῈ (0,1) 
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1) Είναι ορισμένη στο ανοικτό (-]1,]). 
2) Στοθε (- 11) έχω θέση τοπικού ακροτάτου (ελαχίστου εδώ). 
3) Η { είναι παραγωγίσιµη στο (-1,1) πλην της θέσεως 0, όπου έχω 
ασυνέχεια (και άρα και µη παραγωγίσιµη , όπως προβλέπει η 
υπόθεση (1). 
Όμως δεν υπάρχει αρ ε(--11): Γ(χρ)- 0, αφού {΄(χ}-:0 υχ ε(-11}--{0), 
Αποδείξαµε λοιπόν, ότι όταν δεν εκπληρούται έστω και μία από τις τρεις 


προὐποθέσεις του Θ.Εετπαί είναι δυνατόν να µην ισχύει το συμπέρασμά του. 


2. Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει το αντίστροφο του Θ. Εεγπιαί. Ληλαδή, ο 
μηδενισμός της παραγώγου µιας συνάρτησης σε ένα σημείο, είναι µια 
αναγκαία συνθήκη για την ὕπαρξη ακροτάτου στο σηµείο, αλλά δεν είναι 


ικανή. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην {:ὅ -»ὂ µε γ(χ)- χ᾽. Έχω Γ(α)- 3χ᾽ και 


Ἔ (0) - 0, όµως στο 0 δεν έχω ακρότατο, αφού η [ είναι γνησίως αύξουσα 


συνάρτηση στο 


Ενδέχεται ακόµη, να µην υπάρχει καθόλου η παράγωγος σε ένα σηµείο και να 


είναι θέση ακροτάτου. π.χ. {: [κ -» Ι«κ.Ἀ µε /(χ)-|χ|, έχει ελάχιστο στο χΞ0 


αλλά 3 /ί0) 


ΣΧΟΛΙΟ: Ένα πρακτικὀ συμπέρασμα που συνάγεται απὀ αυτό, εἴναι ότι όταν σε 
κάποιο σημείο αρ έχω Τ᾽ ο) 30, τότε στο χῃῃὸεν έχω ακρότατο. 

Ουσιαστικά, αυτό αποτελεί τήν αντιθετοαντίστροφή πρόταση του Θ.Γετπιαί, 
δεδομένου όμως τι ισχύουν οι άλλες δύο προῦποθέσεις του, δηλαδή η { 
ορισμένη και παραγωγίσιµιη σε ανοικτό διάστημα. 

Θα διευκρινίσουμε περισσότερο το θέµα µε στοιχειώδη προτασιακή λογική. 

Το Θ.Γενπιαί έχει μορφή (ρι ΛΡΟΛ ρε) 4, όπου Ρι,Ρ»,Ρι οἱ τρεις 
προῦποθέσεις του καὶ ἡ ότι «Υπάρχει χρ Ε (α, β) } αι) -0.» 

ΠΗ ισοδύναμη αντιθετοαντίστροφη πρόταση έχει τη μορφή: 


πα δι. Ρι}- 
Επειδή όµως ή σύζευξη τριών προτάσεων είναι ψευδής εάν και μόνο εάν μία 
τουλάχιστον απὀ τις τρεις είναι ψευδής, τότε -φ -» -φ:, εάν οι Ρι,Ρ» εἶναι 


αληθεῖς. 
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12. ΚΥΡΤΟΤΗΤΑ -ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠῊΣ 


12.1. ΟΡΙΣΜΟΙ. ΚΟΙΛΕΣ ΚΥΡΤΕΣ, ΣΗΜΕΙΑ ΚΑΜΠΗΣ. 


1. Στην Αμερικάνικη βιβλιογραφία, οι γραμμές που ὃεν είναι ευθείες 
χωρίζονται σε δύο µεγάλες κατηγορίες. Σε αυτές που «κρατούν το νερό» 
(1ο]ά {πε νναίογ) και σε αυτές που «χύνουν το νερό» (5δΡΙ1 {πε νναίεγ). Κατά 
πόσον είναι επιτυχημένη αυτή η ονομασία σε σχέση µε τον μαθηματικό 


διαχωρισμό «κοίλες» και «κυρτές»; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όταν η διεύθυνση της κατακόρυφου και άρα και της διεύθυνσης 
της βαρύτητας αντιστοιχεί στο σύνηθες πρότυπο του άξονα γν. τότε είναι 
δυνατόν µία καμπύλη να είναι κυρτή και να µην «μην κρατά το νερό», όπως 


φαίνεται και στο παρακάτω διάγραμμα: 


3.5 


2. 


[15] 


Η εκθετικἠ συνάρτηση γΞο: : Δεν συγκρατεὶ οὐτε µια σταγόνα βροχἠς παρ ᾿ότι 
χαρακτηρίζεται κυρτή. 


Συνεπώς ο χαρακτηρισμός ὧς κοίλων ή κυρτών ανάλογα µε τη «συγκράτηση 
του νερού» δεν µπορεί να θεωρηθεί άκρως επιτυχής. 

ΣΧΟΛΙΟ: Ένα πετυχημένο εποπτικό κριτήριο, είναι το εξής: 

Ένα κινητό είναι «πάνω» στην καμπύλη και την διαγράφει από τα αριστερά 


προς τα δεξιά. Τότε: 
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1. Αν στρέφεται κατά τη θετική φορά (αντίθετα δεικτών ὠρολογίου), τότε 
έχω κυρτή γραμμή. 
2. Αν στρέφεται κατά την αρνητική φορά (των δεικτών), τότε έχω κοίλη 
γραμμή. 
Βεβαίως υπάρχουν και άλλα εξίσου πετυχημένα εποπτικά κριτήρια, κατάλληλα 
για την εισαγωγική διδασκαλία της έννοιας: 
α) Στην κυρτή, το ευθύγραμμο τµήµα που ενώνει δύο οποιαδήποτε σηµεία της, 


αφήνει το «τόξο» που αποκόπτει προ τα «κάτω» (αντιθέτως η κοίλη) 


7 Κοίλη 


β) Στην κυρτή, αν φέρω εφαπτομένη σε οιοδήποτε σηµείο της, όλα τα σηµεία 


της κείνται «πάνω» από την εφαπτομένη. Αντίθετα για την κοίλη. 
6 
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γ) Στην κυρτή, οι κλίσεις τῶν εφαπτομένων σε κάθε σημείο της, αυξάνονται 


από τα αριστερά προς τα δεξιά. Αντίθετα ισχύει για την κοίλη. 


Ν 


4 


ἂν σ΄ 
παν. 


-ἰ -0.5 0.5 12Ν 


3.5 4 45 5 
λ 


ὃ) Η προηγούμενη εποπτεία είναι η γέφυρα για την κατανόηση της πρότασης 
ότι «Μια συνάρτηση { ονομάζεται κυρτή, όταν η { 8 είναι γνησίως 
αύξουσα». (Αναλόγως και για την κοίλη). 

ε) Αν { κυρτή συνάρτηση, τότε για κάθε δύο σηµεία του Π.Ο. της α, β έχω: 


ο. καν 


(και αναλόγως για την κοίλη), που εκφράζει τις 


γνωστές ανισότητες του 16ῃςοῃ. 
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((8)Η(ϱ)/ 
2 


2. Να δοθούν παραδείγματα συναρτήσεων {, ο, Π ορισμένες στο ὂ, οι 
οποίες: 

(Ὁ Η [να είναι κυρτή. 

{1}) Η 5 να είναι κοίλη. 

(ΠῚ Η ᾖ να είναι σε υποσύνολο του ὃ κοίλη και σε άλλο υποσύνολο 


κυρτή. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
(ὢ Γ:δ--»δ µε /(α)- κ΄ -5χ--6 είναι κυρτή, διότι {΄(χ)-2»0 νχεδ. 
(1 στό -»ὸὀ με σία)-- -κ- --δκ 6 είναι κοίλη, διότι 


{.)--2«θ νχεῦ. 


(Π}}:δ -»δ µε Λ(χ)- κ) --2χ᾽--χ1Ἴ. Κατά τα γνωστά, η ἡ στο (--,5) 


: . 2 ᾿ 
είναι κοίλη και στο τ, κυρτή. 


3, Να εξετασθεί, αν ισχύει το αντίστροφο της πρότασης: «Αν η { 


παραγωγίσιµη σε διάστημα Δ, αιβεδΔ και α-«β., τότε 


(Υ κυρτή -» γ΄(α)« γ(Ρ)) 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η αντίστροφη πρόταση είναι η εξής: «Αν η Γπαραγωγίσιµη σε 
διάστημα 4, α,β εΔ καια«β και Γ (α)« Γ(β). τότε η Γ κυρτή. 

Δεν ισχύει, διότι αν θεωρήσω { ]0.3π] -»ὂ με { (χ) Ξημα, τότε 
; (χ) -συνχ, 


π 13π π 3π [π | 13π ΠΟ 
« πο, Εε|03π] και 0 -!|« ---!|----, ὀὁμῶ δεν είναι 
ΣΚΣ 00 “5 55 7 όμως η / 


κυρτή (προφανώς) στο [0,37]. 


4. Είναι γνωστή η ισχύς της προτάσεως: «Αν /΄(χ)»0 ὙχεΔ,τότεη / 


γνησίως κυρτή στο διάστηµα 4». 


Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όταν η { είναι γνησίως κυρτή σε διάστηµα 4. τότε δεν έπεται 
πάντα ότι /"(χ)»0 νχεΔ. 

Ως αντιπαράδειγµα παραθέτουμε /:ὅ-»6 µε γίχ)-χ᾽. Αυτή είναι 
γνησίως κυρτή στο ΒΕ. ενώ γ΄ (χ)- 1213 20. (Αναλόγως και για γν. κοίλη). 
ΣΧΟΛΙΟ: Η γενικότερη πρόταση που ισχύει είναι ότι: «Αν γ΄ (χ}Σ ΟΝΧΕΔ 


και η ισότητα ισχύει µόνο για μεμονωμένα ή για άπειρα σηµεία, αλλά όχι για 


όλα τα σηµεία του 4, τότε η { είναι κυρτή στο 4. 


5. Είναι δυνατόν ένα σηµείο χ, να είναι και να µην είναι σηµείο καμπής 


µιας συνάρτησης {; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Προφανώς όχι, διότι άλλως έχουμε απόκλιση από τον νόμου της 
Αριστοτέλειας λογικής της «του τρίτου ή μέσου αποκλίσεως». Ένα σηµείο χρ 
ή είναι ή δεν είναι σηµείο καμπής και τρίτο τι, δεν υπάρχει. Όμως, υπάρχει 
σύγχυση στην βιβλιογραφία, αφού υπάρχουν τουλάχιστον έξι ορισμοί για το 
σηµείο καμπής µη ισοδύναμοι όλοι μεταξύ τους, εξ ὧν και η πηγή 
παρεξηγήσεων. 


Αναφέρουµε έξι από εν χρήσει ορισμούς του σημείου καμπής: 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 1: Έστω { παραγωγίσιµη σε διάστηµα (α,β), µε εξαίρεση ίσως ένα 
σημείο του αι. Αν η { εἰναι κυρτή στο (α, κι) και κοίλη στο ας, β) ή 
αντιστρόφως και η γραφική της παράσταση έχει εφαπτομένη στο [όν τὰ ο ), 
τότε το σημείο Α(χ͵, ο ία, ) ονομάζεται σηµείο καμπῆς της γραφικῆς 
παράσταση της Γ 
ΟΡΙΣΜΟΣ 2: Έστω η { είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο (α, β) εΗ ( τὰ ) και 
χρε ία, β). Λέμε, ότι η Γπαρουσιάζει καμπή (χ», τ [πὶ ). αν η {Γ είναι κυρτή 
στο (α,χρ}και κοίλη στο ο) β) ή αντίστροφα. 
ΟΡΙΣΜΟΣ 3: Έστω η ο ΕΙ το ) της γραφικής παράσταση µιας συνάρτησης { 
που ορισμένη στο (α,β) και παραγωγίσιµη στο αῃ, θα λέγεται σηµείο καμπής, 
αν και μόνο η συνάρτηση είναι κυρτή στο (α,χρ)και κοίλη στο ο. β) ή 
αντιστρόφως. 
ΟΡΙΣΜΟΣ 4: Το σηµείο καμπής της γραφικής παράστασης µιας 
παραγωγίσιµης συνάρτησης, εἶναι ένα σηµείο όπου η κυρτότητα αλλάζει είδος. 
Επίσης, σε ένα σηµείο καμπής είναι δυνατόν η β᾽ παράγωγος να µην υπάρχει. 
Για παράδειγµα, µπορεί να απειρίζεται. 
ΟΡΙΣΜΟΣ 5: Ένας αριθµός αι λέγεται σηµείο καμπής της [ αν η 
εφαπτομένη στην γραφική παράστασή της στο (χ», Ἐ ος ) διαπερνά την 
γραφική παράσταση. Αν δεν υπάρχει µία µόνο εφαπτομένη αλλά δύο 
ημιεφαπτομένες, πρέπει η μία τουλάχιστον, να διαπερνά την καμπύλη. 
ΟΡΙΣΜΟΣ 6: Έστω συνάρτηση { που παραγωγίζεται στο διάστηµα Δ. Θα 
λέμε ότι το αῃ είναι σηµείο καμπής της Γ᾽, τότε και μόνον τότε, όταν υπάρχουν 
διαστήματα (χ» -ε, χη) και (ας .. ε, Χρ). όπου στο ένα η [ είναι κυρτή και στο 
άλλο κοίλη ή αντιστρόφως. 
ΟΡΙΣΜΟΣ 7: Το σηµείο χρ ε (α, β) στο οποίο έχουμε: 
ο 9 ει νθ μη - ης ία, β) και η Μα) είναι κυρτή (αντίστοιχα κοίλη) 
στο [χο --δ.Κπ] 
ο 3ε) 20: [κο αρ - ση. ία, β) και η Μα) είναι κοίλη (αντίστοιχα κυρτή) 
στο Ε.Σ τίδη]; 


λέγεται σηµείο καμπής της συνάρτησης {: [α, β] -»0. 


287 


ΟΡΙΣΜΟΣ 8: Έστω (α, β}ς ὃ και {:(α, β)--» ὃ µία συνάρτηση, δύο φορές 
παραγωγίσιµη. Το σηµείο [ο εν [πῃ ) θα λέγεται σηµείο καμπής της [, αν 
ώστε 


;ο)-θκαι ία). Γ αι) «0 για ἠ-0. τέτοιο 
χο --ἶ, χῃ εδ ε(α, β). 


Για παράδειγμα, αν έχω τη συνάρτηση: {: ὃ -» ὃ με 


χ«3 ᾿ , . ; 
τότε στο σημείο χὶ -3 δεν έχει εφαπτομένη, 


-... (2), 
νη χΣ3 
Επειδή όµως υπάρχουν {; (3) -10 και {; (3) Ξ2 ορισμένοι 


αφού 3 γ΄ (3). 
συγγραφείς δέχονται ότι έχει δύο ημιεφαπτόμενες τις ν-]0Οχ-2 και 
γ-2χ 22. 
35 ! ή. 
{ “ 
/ / 
{ ΄ 
Ι [4 
! ’ 
3η ! ῥἲ 
(ΠΕ 15 
22 
[4 
20 
΄ 
΄ 
“ 
4 
΄ 
'-. 153 
/ 
/ 
΄ 
/ 
ή 1Ώ 


΄ 
’ 
2΄. 


ο 


/ 
(3.0) 
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Στο σηµείο (3, ; (3)) αλλάζει κυρτότητα, από κυρτή γίνεται κοίλη, αλλά σηµείο 
καμπής έχουμε μόνο σύμφωνα µε τον ορισμό 5. Με όλους τους υπόλοιπους 
ορισμούς, δεν έχουµε σηµείο καμπής. 


9 Αν έχωτην Γ: (02) -» ὃ µε 


ΕΓ. () --οο και {; () ---οο. Άρα στο 1, υπάρχει εφαπτομένη η ευθεία χΞ1. 


Το σηµείο (1.0) θεωρείται σηµείο καμπής σύμφωνα µε τοῦς ορισμούς 1 και 


50 


αλλά όχι µε τους υπολοίπους. 

Ενδιαφέρον έχει η απόκριση του σχεδιαστικού προγράµµατος «(ταρΗ» στην 
εντολή να βρει την εφαπτομένη του διαγράμματος ενός κλάδου στο σηµείο χΞΙ 
Γράφει σε κατά λέξη μετάφραση : «Στο σημείο χΞΙ η συνάρτηση {(α) δεν 
ορίζεταυ ενώ φυσικά και ορίζεται! Η εμφανιζόμενη εφαπτομένη είναι απλώς 
στο σηµείο χΞ0.999 µε συντελεστή κλίσης 225.000 (1) Κάτι τέτοιες οριακές 
καταστάσεις θέλουν πολύ προσοχή όταν τις χειριζόμαστε με 
λογισμικά............ (Θα έπρεπε να γράφει [()αντί /(χ)για να είναι σωστό 
το μήνυμα.) 

ο Αν έχω την Γ:ὅ »ὂμε γ(χ)-2χ᾽{3χ᾽--12χ, τότε το σημείο 


1 1 
- ο { - ) θεωρείται σηµείο καμπής και µε τους έξι ορισμούς. 
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ο Για παράδειγµα, αν έχω τη συνάρτηση 


{181 α551 
Τία}- 10, οκ εν 
ει, κι 


Τότε αυτή έχει σηµείο καμπής µόνο µε τον ορισμό ὃ και µε κανέναν άλλο. 
Και μάλιστα δεν έχει ένα μόνο σηµείο καμπής, αλλά άπειρα 
υπεραριθµήσιµα και συγκεκριµένα όλα τα σηµεία του διαστήματος |- ΠΝ 
Εδώ πρέπει να σχολιάσουµε, ότι το περιβόητο λανθασμένο ζήτημα των 
Πανελλαδικών Εξετάσεων 2003 στα Μαθηματικά Α7 δέσμης, σύμφωνα µε 
αυτό τον ορισμό, µπορεί να θεωρηθεί ὡς σωστό. Με τον ορισμό όµως του 
διδακτικού βιβλίου είναι λανθασμένο, διότι οι εξετάσεις -υποτίθεται- ότι 
γίνονται σύμφωνα µε τοὺς ορισμούς των βιβλίων του ΟΕΔΒ. 
Επίσης πρέπει να επισημανθεί, ότι οι θεωρήσεις μπορούν να αλλάζουν, 
ανάλογα και µε τον ορισμό της κοίλης ή της κυρτής. 
Οι περισσότεροι συγγραφείς διευκρινίζουν τη «γνήσια κυρτή» ή «γνήσια 
κοίλη», όπου οι γνωστές ανισοϊσώτητες των ορισμών ισχύουν µόνο ως 
ανισότητες. Ο αναγνώστης λοιπόν θα πρέπει να είναι προσεκτικός. 

Να σημειωθεί ότι στα λυκειακά βιβλία του ΟΕΔΒ δίδεται ο ορισμός 1, τον 


οποίο δεχόμαστε και εμείς. 


6. Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης, εκατέρωθεν σημείου χ, της οποίας, 


να γίνεται αλλαγή κυρτότητας, αλλά στο χ) να µην έχω σηµείο καμπής. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην {: ὃ -» ὃ µε γ{χ) -Ἴ 


Αα] ος, ο. 


αι, αρ 

Στο 2) -0 η κυρτότητα αλλάζει είδος, αφού /΄(χ}- 1 4χψ-χ᾿ (δεν 
2 χ20 

υπάρχειη Γ᾽ (0), αφού δεν υπάρχει καιη { (0)) και Γ΄ (χ) «0 Υυχ-«0, ενώ 

Τα)» νκ»ο. 

Στο χ) Ξθέχω {:0)- -οο και χ,(0}--0. 
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Έτσι, στο Χρ -0δεν υπάρχει εφαπτομένη και επομένως το ας 0δεν είναι 


σηµείο καμπής. 


Στο διάγραμμα φαἰνοντ τοι δυο κλάδοι και ότι εκατέρωθεν του μηδενὸς απὀ κοίλη 
γίνεται κυρτή, αλλά στα 0 δεν έχω σημείο καµπἠς αφού στο 0 δεν έχω εφαπτόµενη 
στο διάγραμμα στης {." 


-τ 


Υπάρχει περίπτωση, εκατέρωθεν ενός σημείου Χρ, µια συνάρτηση { να έχει 


αλλαγή κυρτότητας και χρνα µην είναι σηµείο καμπής διότι το αρ 6Η ( 7 ). Για 


παράδειγµα η ;(α}- -ὃ . {α- στ και /α)}»0 9520, 


ΕΝ (χ) «0 νχςθ. ενώ δεν υπάρχει σηµείο μηδενισμού της β᾽ παραγώγου. 


7. Να δοθούν παραδείγματα συναρτήσεων {οϱ. 0 -»0. έτσι ώστε: 
(Ὁ Η [να µην έχει σηµεία καμπής. 
(1) Η ο να έχει ν σηµεία καμπής. 


(11) ΗΠ να έχει άπειρο και αριθμήσιμο πλήθος σημείων καμπής. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


(ὢ Η /(α}- κ δεν έχει σηµείο καμπής. 
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(1) Η σα, η οποία έχει σ΄(χ)-(χ--χια--χ;}.{α--χ,), όπου αι, χ»....Χ, τα Ἡ 
διακεκριμένα σηµεία στα οποία η σ παρουσιάζει σηµεία καμπής. Η ϱ 
υπολογίζεται µε ολοκλήρωση δύο φορές απλά. 

(ΠΗ τριγωνομετρική π(χ}- ήμχ ἔχει άπειρα σημεία της μορφής 
χςΞκπ,κεῤρ που εἶναι άπειρα και αριθµήσιµα και είναι θέσεις σημείων 


καμπής, τῆς μορφής (κπ.0) κ ε. 


8. Να αποδειχθεί . ότι για να είναι κυρτή ή κοίλη µια συνάρτηση, δεν είναι 


απαραίτητο να είναι παραγωγίσιµη 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 

Αν θεωρήσουμε την συνάρτηση /(χ) Ξ| χ|, τότε σύμφωνα µε τον ορισμό είναι 
κυρτή, αλλά-ως γνωστόν -- δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0. 

Αν θεωρήσουμε την σ(α)Ξ--|α| έχοµε το αντίστοιχο παράδειγµα για κοίλη 
συνάρτηση που δεν είναι παραγωγίσιµη. ο(χ) ---|χ| 


12.2 ΑΣΥΜΠΤΩΤΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 


1. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να υπάρχει το [πι ; Ἂ Ο. αλλά η 


χ-}1οο «Χ 


σκι (χ) να μην έχει πλάγια ασύμπτωτη. 


2 
. - 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν /(α) Ξχ--συν χ/ὃ. τότε Ί]ῃι 75) Ξ ΊῃΠι ΤΕ 
χ-}1οο χ χΧ-λοο χ 
2 
᾿ συν΄χ ᾿ 11-συν2χ ' ᾿ 1 ο συν2χ 
- Πο; |- Άνω 
χ-λήοο χ χΧ-λ!οο 2χ χ-λήοο χ-}1ο0 ΑΧ χ-λ!οο χ 


Ξ1-.0--0-1 


Όμως Ἠπὶ ( Ἵ. (χ)- κ) Ξ- [ἰπι συν΄χ. Το τελευταίο όριο δεν υπάρχει, διότι αν 


χ-}ήοο χ-λήοο 


, / . 2 . 2 ι 2 
θεωρήσω χ, Ξ2ήπ--οο, τότε Ππι συν΄χ, - πι συν΄2ππ-- πι Ι΄ -1, 
71 -»-ο0 7 --»-ο0 Π-» Του 


ενώ αν 


νι ο... πι συν’γ, -]πιοΟ-0. 


π--»-ο0 π--»ήο0 
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Η γραφική παράσταση της 
(0) - κ Έσυν΄χ εφάπτεται συνεχώς στην ευθεία ΥΞ-κ αλλά ποτέ η μεταξύ τους 


απόσταση δεν τείνει στο 0 


2. Είναι δυνατόν ασύμπτωτη καμπύλης να τέμνει την καμπύλη; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρόκειται για ενδιαφέρον παιδαγωγικό (και μαθηματικό ) 
ερώτημα, καθώς η ετυμολογική σημασία της λέξης «ασύμπτωτη» παραπέμπει 
ευθέως στην «μη σύμπτωση» και (κατά τη συνήθη ερμηνεία) στο ότι «δεν 
έχουν κοινά σημεία». 

Από την άλλη, η μαθηματική σημασία του όρου, δεν αποκλείει την ύπαρξη 
κοινών σημείων, αλλά και αυτό δεν είναι προφανές αν γίνει µια όχι σωστή 
γεωμετρική μετάφραση του ορισμού (πράγμα λίαν σύνηθες). 


Ο ορισμός της πλάγιας ασύμπτωτης, απαιτεί ύπαρξη ἡ, με ὃ έτσι ώστε 


[πα [/(α}-λχ1-μ]- 0. 


χ-»Γοο 
(1) 
Η συνήθης λανθασμένη γεωμετρική θεώρηση του ορισμού έγκειται στην εξής 
μετάφραση: « Η (1) σημαίνει ότιη { (χ) και η ευθεία γΞλαχ-- µ εφάπτονται 


στο άπειρο ή πλησιάζουν οσοδήποτε κοντά χωρίς να συμπίπτουν ποτέ». 


293 


Ἡ παραπάνω θεώρηση είναι σωστή για την συντριπτική πλειονότητα των 
χρησιμοποιούμενων παραδειγμάτων ή περιπτώσεων, αλλά όχι και για όλα. 


Παραθέτουµε το ακόλουθο αντιπαράδειγµα: 


ημα 
πο σε --- ͵ 
εἰ (χ) Ξὰ χ η οποία είναι συνεχής. 
1, χ-0 
Επίσης, {π1 ΠΡ -θκαι {Π1 ΠΕΣ -ϱ «πράγμα που σημαίνει ότι η ευθεία γ-0 
χ-}οο χ χ----οο 


(δηλαδή ο άξονας χχ) είναι οριζόντια ασύμπτωτη της [ (χ). 


Όμωςη { (χ) και ο άξονας χχ’ έχουν άπειρα (αριθµήσιμα) κοινά σηµεία, αφού 


η εξίσωση -- θ-»ημχ-Ο-» (χ -κπ,κε ϐ) και έτσι φαίνεται η απειρία 
χ χ-0 


τῶν κοινών σημείων. 


έχει την μορφή μιας αποσβενυόµενης φθίνουσας 


Η συνάρτηση Κχ}Ξ πμίο 
χ 


ταλάντωσης και προς το 1-60 και προς το -οο 


12.3. ΚΑΝΟΝΑΣ ΤΟΥ ἨΟΡΡΙΤΑΙ, 


1. Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να µην υπάρχει το [πι { τν και να 
χΠλα 811 
υπάρχει το Πα), 
χ-λα 8 (χ) 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
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2 1 2 1 1 
αχ ημ α΄ ημ-- χημ-- 
ον οι ο... Ὦ χ 0 
Το [ΠῚ εἶναι της μορφής -- καὶ |1Π1 Ξ Ίπι Ξ---Ξ0. 
χο. Εφχ 0 χω. ΕΦΧ χο εφχ 1 
χ 


Ι 
Χμί-) 
Η γραφικἠ παράσταση της συνάρτησης Πχ) Ξ ΚΤΠ σε µια περιοχή τοῦ μηδενὸς, 
ἑφιχ 
ὁπου καὶ εποπτικἁ φαίνεται η ὑπαρξη τοῦ ορἰου. 
Όμως, 
1 1 
[οόημη] Ώχηίι----ᾱξ σὺν 
; χ : χ χ 
11Π1 πο μπι: Π - 
χ-»0 (εφχ) χ-»0 
συν΄χ 
1 1 . 
2χηµ-- συν -- Ίπισυν -- 1 
ο ο ο ο. 
χ-»0 1 χ-»0 1 1 χ-»0 χ 
συν΄χ συν΄χ 


και το όριο αυτό δεν υπάρχει. 


Πράγματι, 
1 μι. ΓΝ 
αν α, -----»0καιχ, «0 ὕπεο τότε ἤπισυν --- -- |1π1συν2πη --1-»]. 
πη Χν 
͵ 1 ’ Ν Σ᾽ 
Αν χ,--------λ0και χ, “0 Υπεο, τότε 
π 
2πη ἠ--- 
2 


μπουν Ξ ΠΠ συν 2η Έ 5) Ξ0-»0. 


η 
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: ; . Δα 
Επομένως δεν υπάρχει το ὀριο του σὺν -- όταν χ -» 0. 
τη 


Η γραφική παράσταση της συνάρτησης {{χΧ)Ξσυν(1/χ). Εποπτικά έχουμε µια γραμμή που 
ταλαντώνεται μεταξύ του 1- και 1 όσο πλησιάζουμε στο 0, χωρίς όμως να σταθεροποιείται σε 


κάποια συγκεκριμένη τιμή. 


ΣΧΟΛΙΟ: Το παράδειγµα αναδεικνύει το ικανό και όχι το αναγκαίο του 
κανόνα 1, Ἠορφίία|. Επομένως, όταν δεν υπάρχει η οριακή τιµή του λόγου των 


παραγώγων, δεν έπεται ότι δεν υπάρχει και το αρχικό προς υπολογισμό όριο. 


2. Με κατάλληλο αντιπαράδειγµα να αποδειχθεί το ψεύδος της 
παρακάτω προτάσεως: 
/ο) 


«Αν οι {, ο είναι παραγωγίσιµες και ]1ῃ1------ { τότε και ]1ῃ1 π ία) 


-{». 
«-»0 σ(α) --0 6 ἴχ) ' 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ /(χ)- χ, σ(χ) -χ11. 


, χ Χ 0 πα 1 
Τότε, πα’ α) Ξ[ίπι-------0 και μα) -|πι-Ξ-ἰ:0. 

χ-»0 σ(χ) .»0χ15] 1 τος (χ) χ-»0 
Επομένως η πρόταση είναι ψευδής. Όπως δείξαµε και στο προηγούμενο 


παράδειγµα, αληθής γενικά είναι η αντίστροφη πρόταση. 


3. Να δοθεί παράδειγµα υπολογισμού ορίου, το οποίο για τον υπολογισμό 
του να χρειάζεται κ φορές την διαδοχική εφαρμογή του κανόνα 


1) ΗἨοερί(λΙ. 


ΝΕ, Ξ 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμε ότιτο όριο [πὶ «55 Κεο,το οποίο µεκ 


χ-}ηοο χ οο 


διαδοχικές παραγωγίσιµες, δίνει: 
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Ξ . έ 
Άρα και πι -----οο. 
χ-λου χ΄ 


Σε περίπτωση όπου θ«κ εὸ.τότε βΠπεὸ:π-]«κ-«π. 


Τότε, µε τα από η διαδοχικές παραγωγίσιµες, έχω: 


απο Θ᾽ 
{πὶ ----ἰ[1πι 
ο. χ κ(κ 1Ϊκ 2). (κ Π 1 Πα 
(1) 
Τότε κ --πη«0 και Ἠπι α΄ -0 και [πι χα” Ξ-οο. Άρατο όριοτης (1) 
χ-}ηο0 χ-}!ο0 


ισούται µε -οο. 


4. Μία διατύπωση ενός κανόνα του 1, Ηοερίία]. είναι η εξής: 
«Αν οι συναρτήσεις } ο: 
() Είναι συνεχείς στο [αρ -- ἢ, χρ Ε{]1 5 0 


(13) Είναι παραγωγίσιµες στο Ε5 -ᾖ, χο 1] - τ 


(19 /(χο)Ξ σ(χο}- 0 


η. ο 
χ-»0 σ(χ) 
Τότε ας Ξλ». 
χ-»0 σ(χ) 


Η συνθήκη (ἰν) υποκρύπτει την επί πλέον υπόθεση, ότι Πε» 0: σία)» 0 
Υ͂Χ ο ο... αφού άλλως δεν υπάρχει το όριο. Αυτή η 
υπόθεση είναι απολύτως ουσιώδης και βασική για να ισχύει το 
συμπέρασμα. 

Να αποδειχθεί το βάσιμο του τελευταίου ισχυρισμού µε κατάλληλο 


παράδειγμα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμε τις συναρτήσεις: 
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2 1 


γί} ε΄]συντ « “Ἢ και ε(χ]-ε " [σὺν Γ ρημι | σαχ ε (0.490) και 
χ χ χ χ 


736930. 

Οι προὐποθέσεις και το συμπέρασμα ισχύουν και όταν θεωρήσουµετις { ϱσε 
διάστηµα της µορφής [0.,εοο). Σε αυτή την περίπτωση τα διαστήματα του 
θεωρήματος Τ.᾽ Ηο5ρ!ί8] γίνονται Γποβὴ .. |] για την συνέχεια και ον »Χρ 1] 


για την παραγωγισιµότητα. 
-2 1 1 
Πράγματι, πιε 3 ουν - Ἢ Ξ0- Λο)» ως γινόμενο απειροστής επί 
χ χ 


χ-»0 


1 


- 1 
φραγμένη, όπως ομοίως και πιζο 3 ουνὰ .. μη) Ξ0--- 6/9) και επομένως 
χ χ 


χ-»0 
οι {, σ είναι συνεχείς το 0. 
Για τις παραγώγους τους έχω: 
2 [ 
; 5 ο... 
Τα [1}Ξ -.6 "ημ--, 
χ χ 
Όμως, οσοδήποτε μικρή γειτονιά του 0, η σ(χ) μηδενίζεται για άπειρες τιμές. 


Ὕ ων. Ρ Ξ Ι 
Αυτό φαίνεται αν θεωρήσω την ακολουθία χ, Ξ------»θ. 
πη 


; 1 - 
Τότε σία͵)- 0νήεΟ (αφού ημ-- -Ξημ2πηΞ0ΝΥεΟ καισε κάθε περιοχή 
χ 


του 0, βρίσκονται άπειροι όροι της αχ, : δ χι ) Ξ0. 


Τότε: 


αν σι μα ; 5 -- 
ΠηΙ--- Ξ1πι ᾿ ΞμπιτεἍθ, 
χ»08 (χ,) χ50 2 -- 1 κ.02 
τη 8 χ -ημ-- 


; 1 
όταν ημ-- 0. 
χ 
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1 1 
Όμως, το πηλίκο 4 τρ πε 5.1 -- δεν έχει όριο στο 
δω αν κεφ-- αγ σφ-- 
ο. χ 
χρ 0, αφού αν θεωρήσω την ακολουθία χ, - -» 0, τότε 
2πη ---- 
χ -|-2ππ4- 1 
[ΠῚ Λοι). [πα 6 λεπτο] 
π-»-ο0 σ(χ, ) π-»ο0 1] 
ῴ Ρ ' 1 
Όμως αν θεωρήσωτην χ, ----------»0 και 


2πη 57. 
2 


᾽ - πο 
ο... ἐπ] δν θεενόηια αφ ἡ αγαύη δ 
δα 2. 


έχει νόηµα πραγματικού αριθμού. 


Στο προηγούμενο παράδειγµα, απλοποιήσαμε τον παράγοντα ΠΗ , χωρίς 
χ 


να λάβουμε υπ’ όψιν µας, ότι υπάρχουν τιμές του κ, οσοδήποτε κοντά στο 0 


που τον μηδενίζουν, καταλήγοντας σε λάθος. 


Το αντίστοιχο παράδειγµα, όταν χ -» ἠο0 είναι όταν ζητάμε να υπολογίσουμε 


το παρακάτω όριο: 


ο (συνχ 1 2ημχ) 


πα --- 
χο ϱ' (συν -ημχ) 


͵ Ηρα οκ 1 --2εφχ 
διαιρέσω µε συνχ -:0, τότε έχω 1πι ε ασε 
χ-}ήο0 ας εφα 
Αν θεωρήσω χι πη; τότε χ, -»1ο0 
-- 1 -2εφηπ 1-20 
{πὶ ο ποτ ος - [πὶ ο Ξ0 
π-»ηο0 Ι1-εφ}πΠ που 1.0 


Αν όµως θεωρήσω χ, -2ηπ η ---οο και 


Ξ Ἠπι ὁ ------ που δεν έχει νόημα, 


αφού έχω 0 σε παρανομαστή. 


Ρ πα. ; ῃ 
«. Είναι της µορφής τ και δεν υπάρχει. Πράγματι, αν 


και 
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φορές. 


5. Ὑπάρχει παράδειγµα ορίου της µορφής ᾽ στο οποίο ο κανόνας του 


1) Ἠορρίίαι αποτυγχάνει, αφού επάγει σε εφαρµογή του άπειρες φορές, 
πράγμα αδύνατο. Εν τούτοις, µε κατάλληλο μετασχηματισμό, µπορεί να 


υπολογισθεί εφαρμόζοντας τον κανόνα του Γ᾽ ἩΗορρίίαΙ πεπερασµένες 


1 
χ2 


α . 


«κ 


.-..Ὦ 
4260 .,,πεο. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Το παράδειγµα είναι το Ίπι 


6 
χ-»0 χ 


Η λεπτομερής διαπραγμάτευση του γίνεται στην παρακάτω εφαρμογή. 


ο) Ξ0 νπ εὸ και τω μη σταθερές νηεὸ. 


6 Υπάρχει συνάρτηση /:6-»ϱο καὶ χρεῦ, έτσι ώστε 


1 


2 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση /(χ)-1χ:ἑε', αἩ 0! που είναι 
0, χ-0 


γνωστή και ὡς «συνάρτηση του (αγ). Γι’ αυτήν, ισχύουν τα ακόλουθα: 


Θα δείξω ότι 


(4) 
; Ι : ; 1 
όπου ΑΒ. --| πολυώνυµο βαθμού 3Η ὠςπρος --. 
χ χ 


Η (1) για ηΞΙ ισχύει. 
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Ὑποθέτοντας, ότι ισχύει για η, θα δείξω ότι ισχύει και για ΕΙ. Πράγματι: 


Σο) ----5,{1} «πατε 


Η παράσταση εντός της αγκύλης, είναι άθροισμα πολυωνύμων βαθμών 332 
1 

και 3/3, δηλαδή τελικά πολυώνυμο βαθμού 3(π}11) ως προς --. 
χ 


Θέτο 


Για χ-0, έχω: 


Ῥι{ ᾽ έ α΄ 1 ΜΕΝ 
Π χ : 
ή η(0) πι ΞπιΡλη αρ δν τε 0 
χ-»0 χ-»0 χ 
(Θέσαμε ρα] -- ΠΕ; 
χΧ) αχ Χ 
: 1 ᾿ ; ; 1 , Ρ ; 
Διότι, αν α, “τ κάποιος όρος του πολυωνύμου ΑΒ] -- |» τότε προκύπτει ότι 
Εν Χ 


1 


. Ὢ - 
Ππιακ-ο ε 3 Ἔ0,α, εο. 
χ-»0 χ 


Η εύρεση αυτού του ορίου γίνεται µε εφαρµογή του κανόνα του 1, Ἠορρίία 


κατά µη τετριμμένο τρόπο, ὡς εξής: 


1 

α ρα. 0 

Το [πι------ είναι της µορφής τ αλλά παρ᾽ όλα αυτά, δεν μπορεί να 
χ-»0 να 

εφαρµοσθεί ο κανόνας του 1. Ἠοςρίία], αφού οδηγεί σε αλλεπάλληλες μορφές 


-- επ) άπειρον πράγμα που καθιστά αδύνατο τον υπολογισμό του. 


0 
Καταφεύγουμε στο εξής τέχνασμα: 
. 1 
χ χ΄ -- [ο Φ) --ο0 
{π14. πια, “τι 
χ-»0 χ χ-»0 -Ἔ Του --Ὦ 
6 α΄ 
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; ; ΕΠ Ι : 
Έχω -οο, όταν χ-»0 και -οο, όταν χ-»0᾽ θέτουµε ---γ. Τότε χ-»07, 
χ 


γ-»ο0 καὶ 


κ κ-ὶ κ-2 
-60 Κν κ. 
πως, - - --)- [π1 ἀα..----]πια - 


γ-}!οο ο { οο χα Κα 2γε”’ χο Κ 2677 
-3 -4 
μμ ο) μμ) 
- πι - 11 
ᾱ---Γοο 3. -, χ-}!οο 29 ο” 


µε συνεχείς εφαρμογές του κανόνα του 1, ἨοςρίίαΙ, στον αριθμητή της (1). 

έπειτα από πεπερασμένο αριθµό βημάτων θα έχω 0 και στον παρανομαστή 

παράσταση «0. Επομένως, το όριο είναι το 0,υκ εὸ. Αναλόγως, όταν 
- τν οι 

χ-»0., ν--οο,και πι νο Ξ- 


γ2 
γ-}-οο 


Επομένως, τελικά, όταν χ -» 0 


χ2 


Πτα Ξ0. 


χ 


Έτσι, ξαναγυρνώντας στην υπολογισμό της παραγώγου συναρτήσεως, έχω: 


Στ. 
δω - ΡΣ) ο, χο ᾽ 
0, χ-Ὁ 


7. Ὑπάρχει συνάρτηση /{:0 -»0., η οποία έχει συνεχείς παραγώγους 


οιασδήποτε τάξεως σε σηµείο χρ» αλλά δεν αναπτύσσεται κατά Ταν]ος. 


1 


2 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Είναι η συνάρτηση ΟαιοἩΆγ { γ(α)-41χε᾽, χπ 01 για την 
0, χ-ο 


οποία όπως είδαμε πριν, ισχύει { (0) -0, νη εὸ., οπότε αν θεωρήσουμε 
Χρ 0. το ανάπτυγμα ταυτίζεται πάντα µε το υπόλοιπο ΤαγΙο:, δηλ. δεν 


υπάρχει ανάπτυγμα. 
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12.4. ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ ΠΑΡΑΔΕΙΜΑΤΩΝ ΚΟΙΛΩΝ 
ΚΑΙ ΚΥΡΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 


Ὁ) /(α) ΞαχἜβ,α,ιβεο. Δεν είναι οὐτε κυρτή, ούτε κοίλη. 
2) 7 (χ) -αχ᾽ -βχκ-γ,α-0. Για α»θ είναι κυρτή και για α-0 είναι κοίλη. 


3) ου αδ-- 50. ηη-δ-!-5|. 


(} Αν αὖ -- ῥγ «0, τότε στο - --5) η Γ κοίλη και στο [δια] κυρτή. 


(1) Αν αὃ -- ῥγ» 0, τότε στο -- οο,-- :] η Γ κυρτή και στο - δικο] κοίλη. 
7 7 


4) γ(α)-χ',χ---1,χ-0, αγ. Γιατις διάφορες τιμές του αἱ 
ὦ) χ", πεὸ, Η(/)-- ὅ, είναι κυρτή παντού. 
(1) χ', πεὸ-{], Η(/Γ)- ὅ, στο (--οο)0) κοίλη, στο (0,199) κυρτή. 
(Π1}χ”", πεὸ᾽, Η(/)- ὅ᾽, στο (--οο)0) κυρτή, στο (0,1ο0) κυρτή. 
(ν)χ”''', πεὸ᾽, Η()- δ᾽, στο (--οο)0) κοίλη, στο (0,10) κυρτή. 
(ν) χ΄, αεδ -Ρ, Η(γ)-(01}0}{1-ο0). Οπότε: 
α) α «0 ἡ α» Ι είναι κυρτή. 
β) 0 «α «1 εἰναι κοίλη. 
5) γ{χ)-α", α»0,α-1, Η({}- ὃ, είναι κυρτή παντού. 
6) /(χ)-[ος, χ, α»θ,α-1, Η(γ}-δ᾽ 


1] Ανθ-«ας1] είναι κυρτή. 


1) Αν α» είναι κοίλη. 


7) /ία)-ημχ. 


Στα (2κπ,2κπ Ῥ π) κοίλη, (2κπ Ἔπ,2κπ 2π) κυρτή. (κ ε ϱ) 
8) /(α)- συνχ. 


Π ΕΙΝ 
Στα | 21!!1---,21![}---| κοίλη, | 21!11---,2[!!}----- | κυρτή. ΕΛ 
; ;) η | : ρτή. { Ελ) 


19] 


9) 
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Στα -- κυρτή, -- κοίλη. « ) 
10) Γ(χ)- χ--ν 
Στα -- κυρτή, -- κοίλη. ( ) 


11) Με τη χρήση της πρότασης, ότι: «Αν η { στο (α,β) είναι κυρτή, τότε η -{ 
είναι κοίλη και αντιστρόφως». 
12)Αν η { στο (α,β) κυρτή, τότεη ι- ( ) στο ίδιο διάστηµα θα είναι 


κυρτή και αντιστρόφως. 


19)Αν η { στο (α,β) κυρτή, τόεη :- ο, ) στο ίδιο διάστηµα θα 
είναι: 
(0) , κυρτή και αντιστρόφως. 
(11) , κοίλη και αντιστρόφως. 


14) Οι άρτιες συναρτήσεις, δεξιά και αριστερά του άξονα γν έχουν το ίδιο 
είδος κυρτότητας. 

15) Οι περιττές συναρτήσεις, στα συμμετρικά ὡς προς την αρχή γραφήματα και 
στα αντίστοιχα διαστήματα, έχουν διαφορετικό είδος κυρτότητας. 

16)Οι περιοδικές συναρτήσεις µε περίοδο Τ, στα αντίστοιχα περιοδικά 
διαστήματα πλάτους Ἐ, διατηρούν την κυρτότητά τους. 

17) Αν οι ο είναι δύο φορές παραγωγίσιµες και κυρτές και αν επί πλέον η { 
είναι γνησίως αύξουσα, η {06 είναι κυρτή. 

18) 18) Αν »() πολυώνυµο µε θετικούς συντελεστές και άρτιους εκθέτες, τότε 
η συνάρτηση είναι παντού κοίλη. 

19) Το πεπερασμένο κοίλων (κυρτών) συναρτήσεως σε διάστηµα (α,β) είναι 

κοίλη (κυρτή). 

20) Αν είναι θετικές µε κοινό σηµείο ελαχίστου, τότε το γινόμενο 


τους είναι συνάρτηση κοίλη. 


12.5. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΜΕ ΣΗΜΕΙ͂Α ΚΑΜΠΗΣ 
Ὁ) Η {με εἰκ)- κ’ έχει σημείο καμπής µόνο στην περίπτωση όπου το η 
είναι περιττός µε 


2) εα)- κ. Ἐχεισημεία καμπήςτα « ο), 
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3) 


4) 


5) 


(κ) Ξ 


Έχει σηµεία καμπής τα 


κ. Έχει σηµεία καμπής τα « 


Έχει σηµεία καμπής τα 


Ὁ), 
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19.ΟΛΟΚΛΗΡΟΜΑ ΚΙΕΜΑΝΝ 


13.1. Η ολοκλήρωση κατά ΕΙΟΠΙΑΠΗ 


1. Να δοθεί παράδειγµα συναρτήσεως {, η οποία είναι ορισμένη σε κλειστό 


διάστηµα [α, ρ]. φραγμένη και µη ολοκληρώσιμη κατά ΕΙΕΠΙΑΠΗ. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Ως ένα τέτοιο παράδειγµα μπορούμε να αναφέρουμε τον περιορισμό 
λ:χ στο [οι] της γνωστής συνάρτησης του ΡιποΠ]6ί: 


Ι, χε|θ,1|1Ωω 
7ο) 7 ί χ , 
Ορίζεται στο [0,1]. είναι προφανώς φραγμένη. Για οποιαδήποτε διαµέριση του [0.1] 
οσοδήποτε λεπτή και σε κάθε υποδιάστηµα που δημιουργεί, θα υπάρχουν και ρητοί 
και άρρητοι (λόγω της πυκνότητας και τῶν ρητών και τῶν αρρήτων στο 6). 
Άρα, ν διαµέριση Ρ- {πο Ξενώνα Ξ1) του [οι] θα έχω ΙΡ. Γ)--0 και 
ύ(Ρ,/)-- τή [/{α}-0-[γ(χ)--1. Άρα η /; δεν είναι ολοκληρώσιµη στο [θ,1. 


2. Να βρεθεί συνάρτηση /Γ:α,β]-26. µε /Γ(α)Σ0νκε]α,β], Γία) µη 


β 
μηδενική, για την οποία [1()--0. 


. 1, αε{θ!) 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμε την {: [0.1] -»0 µε Τα) ΕΞ νε»0 
θεωρώ διαµέριση Ρ λεπτότητας μικρότερης από ᾽ «Τότε ο (Ρ, 7 ) « ο. ᾽ « μΕ 


1 
ΙΡ, ῃ) -0 και Ό(Ρ, [}-- ΙΡ. ῃ) «ε, δηλ. Η Γείναι ολοκληρώσιµη µε [7{α) εἰ, 
0 


3. Είναι γνωστό, ότι «Αν [ρ: [α, β] -»0ὂ είναι ολοκληρώσιμες και 
β β 
{(4)2 (αχ) νχε]α,β]. τότε [Θω} [ε(α)». 


Να εξετασθεί αν ισχύει ανάλογη πρόταση διάταξης και για τις παραγώγους τῶν 


7,6 σε ένα διάστηµα α,β]. 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν ισχύει, όπως φαίνεται από τα πιο κάτω τρία παραδείγματα: 
«Αν γ(χ)-χ Γη και σία)- κ΄ [5 τότε γ(χ}Σ ο(χ) ὑχ ε ΕΙ (το 
ίσον ισχύει µόνο για τις ακραίες τιµές). Όμως, 
/ / 2 / 2 / ν3 
;Ώ}-Ξ1 και εἴχ)-3χ᾽ και Γ(χ)-!«3χ᾽ - (χα) νχε τ 
ν3 
Δηλαδή, {(4)2 ε(αχ) εν χες (χ) νχε κ... ε 


ο Για συναρτήσεις µε την ἴδια αναλυτική έκφραση όπως προηγουμένως αλλά 


ορισμένες στο ΠΣ; .-γχ)Ξα[α)-α--»]-.Ρ|χ):α[α) σα”, 


ατα 


«Για τις {(α)- 5/61] και σ(κ)-3/|01] έχω γίχ)» σ(χ) υχ ε[θ] και 
/)-ο- σα) να ε[ο,]. 

Από τα προηγούμενα τρία παραδείγματα, καθίσταται φανερό, ότι δεν µπορεί να 

υπάρξει ανάλογη πρόταση διάταξης για τις παραγώγους, όπως και στα 


ολοκληρώματα. 


306 


ω |] 


4. Ισχύει η πρόταση, ότι «Αν /:|α.β ]-» ὃ, ολοκληρώσιµη, τότε και η |/] 


ολοκληρώσιμη». 


Να αποδειχθεί ότι δεν ισχύει η αντίστροφη πρόταση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η αντίστροφη πρόταση έχει την εξής διατύπωση: «Αν {: [α, β] -»ὂ 
και η | δῇ | ολοκληρώσιμη, τότε και η /Γ θα είναι ολοκληρώσιμη». 


Για να αποδειχθεί η µη ισχύς της, πρέπει κι αρκεί να παραθέσουµε ένα 


αντιπαράδειγµα. 


λ. χε η. 0). 


Πράγματι, αν θεωρήσω /-» ὃ µε /(α)- τ χ εἷα, /] ὅ 


Τότε για κάθε διαµέριση του [α. ϱ]. λόγω της πυκνότητας και των ρητών και των 
αρρήτων στο ὃ ,θα έχω Πλ, [}-- λ:(β--α) και ΙΡ, )- -λ.(β--α). 
Δηλαδή, (7 (Ρ, ; ) - ΙΡ. ; ). για κάθε διαµέριση του [α. Ρ ], 


Το ἰδιο ισχύει και το ΙΠΠΗΠΙΙΠΙ και το 5ΙΡΙΟΠΙΗΠΙ τῶν διαμερίσεων, δηλαδή 


δ᾽ β 
[/{α}άχ - [Ρ{χ}ίχ, δηλαδή η Γ δεν είναι ολοκληρώσιµη. Όμως 


|/(α)-|}υχ εἶα,β] και | Παλ Ξ|λ|--(β--α) 


χε -α:ε"))4χ1-Β}1- 4:0 -»χ:6΄ Ξ- ο -[αάχ!-αΒ- Α]Ξ» (ο΄ κ«θνζεθ) 


χ-α4χ1-αΒ 1 4-»(εκ ταυτότητας ίσα πολυώνυμα) 
1 
αἰ- Ὶ αμ” 
. ι 
αβ-κ4Ξ0 β----- 
, αχ 1 1 αχ ; Η 
Επομένως [χε'τἀχ -| --χ---ς |“ Ες µε άλλο τρόπο. 
σα α 


Ἡ κλάση των αορίστων ολοκληρωμάτων [χε“άχ µε αεδ᾽ είναι άπειρη 
(υπεραριθµήσιµη). Φυσικά κάθε ολοκλήρωμα της µορφής [Ρ(4)-6” ἄχ, όπου Ρ(χ) 


πολυώνυμο υπολογίζεται µε τους δύο τρόπους που αναφέραμε. Βεβαίως υπάρχουν κι᾿ 


άλλες άπειρες κλάσεις που υπολογίζονται µε όχι μοναδική μέθοδο. 
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5. Επίσης ισχύει η πρόταση: «Αν η Γ:[α.Ρ]-» ὃ είναι ολοκληρώσιµη, τότε 
και η γ᾽ είναι ολοκληρώσιμη». Να εξετασθεί αν ισχύει η αντίστροφη 


πρόταση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αντίστροφη πρόταση: «Αν {:[α,β]-» ὃ και Γ᾿ ολοκληρώσιμη, 
τότε και η { ολοκληρώσιμη». Δεν ισχύει και ὡς αντιπαράδειγµα μπορεί να 
παρατεθεί η συνάρτηση της προηγούμενης εφαρμογής: 


Ἡ ο μ χε]α,β]ω ὅ 


κ δεν είναι ολοκληρώσιμη, παρότι 
Τ χ εἷα, /]ιδ | ηρώσιµη Ρ η 


1/7) - {(): Ε(α) 2, νχε[α, β] είναι και { {2 - 1 (6 --α). 


6. Είναι γνωστό ότι κάθε συνεχής συνάρτηση /:[α,β]-»0 είναι 
ολοκληρώσιμη. (Ολοκλήρωση ΟἠαςΠγ). Το ολοκλήρωμα Βἰεπιηπη επεκτείνει 
την ολοκληρωσιμότητα και σε µη συνεχείς συναρτήσεις. Υπάρχει η πρόταση 
που αποδεικνύει την ολοκληρωσιμοτητα µιας [:[α,β]-» 0 όταν έχει ένα 
σηµείο ασυνέχειας στο [α,β]. 

Ὡς πόρισμα αυτής της πρότασης, αν θεωρήσουμε Κε ο σηµεία ασυνέχειας 
στο [α.ῤ]. τότε εφαρμόζοντας την ολοκληρωσιμότητα σε Κ κλειστά 
υποδιαστήµατα που περιέχουν ένα σηµείο ασυνέχειας και εκμεταλλευόμενοι το 
ότι το ολοκλήρωμα σε διάστηµα ισούται µε το άθροισμα τῶν ολοκληρωμάτων 
στα υποδιαστήματα, συμπεραίνουμε, ότι µια Γ:[α,.β]-»0 µε Κ σηµεία 
ασυνόχειας στο [α,Ρ] είναι ολοκληρώσιμη. Η αμέσως επόµενη επέκταση είναι 
αν έχω άπειρα σηµεία ασυνέχειας στο [α,β]. Επειδή όµως υπάρχουν διάφορα 
είδη απείρου . η πλέον απλή περίπτωση απείρου είναι να έχω άπειρα μεν, αλλά 
αριθµήσιµα σηµεία ασυνέχειας στο [α,β]. Τότε, ίσως η { είναι ολοκληρώσιμη 
κατά ΕἰεπιαπΠ. (Συγκεκριµένα. χρειάζεται η ισχυρότερη συνθήκη της 
απόλυτης συνέχειας και της φραγμένης κύμανσης). 

Σε περίπτωση ύπαρξης άπειρων αλλά υπεραριθμήσιμων σημείων ασυνέχειας 


στο [α,β]. το κριτήριο ολοκληρωσιμότητας του ΕΙΕΠΙΑΠΗ., δίνει αρνητικό 


αποτέλεσµα. Εκεί, την σκυτάλη της επέκτασης την παραλαμβάνει το 
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ολοκλήρωμα Τιεροδαμο, το οποίο µπορεί να αποφαίνεται και για τις 
περιπτώσεις όπου τα σηµεία ασυνέχειας στο [α.ῤ] είναι υπεραριθµήσιµα. 
Συγκεκριμένα, το λήμμα του Τεβοςαιμο λέει ότι µια συνάρτηση φραγμένη 
[α.Ρ]-» ὃ είναι ολοκληρώσιμη, αν και µόνο αν το σύνολο τῶν σημείων 
ασυνέχειας της { στο [α. ῥ] έχει μέτρο 0. Μέτρο 0, έχουν όλα τα πεπερασμένα 
και όλα τα αριθμήσιμα σύνολα, αλλά και κάποια από τα υπεραριθµήσιμα, 
όπως το σύνολο του (απίος. 

Έτσι: 

«Ὑπάρχει συνάρτηση [:[α,.β]-»6ο µε άπειρα και αριθµήσιμα σηµεία 


ασυνόχειας στο [α,β]. η οποία είναι ολοκληρώσιμη κατά ΒΕἰεπιλπη.» 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω Γ:[0/1] -»[0,1] µε 


1 ΤΊ : 
Γη) αν νε. ρητός µε (1.11) Ξ- ] 
0, αν χ άρρητος 


Έστω δεδομένο ε » 0. Τότε υπάρχει ο μικρότερος ακέραιος Ν για τον οποίο να ισχύει 
1 2 
ει « ᾽ (1) (Διότι από αξίωμα Αρχιμήδη-Ευδόξου υπάρχει Ν Σ-- που ισοδυναμεί 
ε 
με την (1)). 
Έστω ἐ, ο αριθµός των ρητών 7 που έχουν παρονομαστή μικρότερο από Ν. Ο 
[1 
αριθµός αυτός ἐ, είναι οπωσδήποτε πεπερασμένος, αφού μπορούμε να 
κατασκευάσουµε όλα τα κλάσματα ---, µε 71 «Ἡ« Ν µεπεπερασµένα βήματα, όπως 
η 


φαίνεται παρακάτω: 


το λιολδισθδ Ν- 
1123344455 55” Ν-1᾽ 


Το ότι κάποια κλάσματα είναι ισοδύναμα µε άλλα δεν µας ενοχλεί, αφού πάλι τα 


λιγότερα θα είναι πεπερασμένα, έστω -όπως ορίσαµε-- Κ το πλήθος. Αν επιλέξω µια 


διαμέριση µε λεπτότητα || Ρ ||« τν τότε μπορούμε να εγκλείσουμε τα Κ το πλήθος 


σηµεία του [0.1] σε υποδιάστηµα μήκους μικρότερου από ο. 
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Δεδομένου ότι η Γ εἶναι φραγμένη από το 1, η ολική συνεισφορά στην διαφορά 


ΙΟ (Ρ, {)-- [{Ρ, {) από τα υποδιαστήµατα που περιέχουν αυτά τα Κ σηµεία, δεν 


µπορεί να ξεπεράσει το ᾽ «Στα διαστήματα που δεν περιέχουν κανένα απ᾿ αυτά τα Κ 

ἍΝ μη” Ρ ; 5 . 
σημεία, είναι 7ι, -0 και Μ,ς« τ. ος τ επομένως η ολική συνεισφορά στη διαφορά 
ο. {)-- [{Ρ, {) από αυτά τα υποδιαστήµατα είναι μικρότερη από 5 . 


Άρα, τελικά Ο(Ρ,)-ΠΡ,[}ς .. Ξε, πράγμα που σημαίνει ότι η { είναι 


ολοκληρώσιμη. 


13.2. Το ολοκλήρωμα Νίοπιλπη-δ{!ε]ί]ος 


1.Ὑπάρχει συνάρτηση {. η οποία δεν είναι Εἰεπιλπη-Θ{ο]{]ες ολοκληρώσιμη 


για καμμία αύξουσα συνάρτηση φ -Ο... 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμε ὡς { τη συνάρτηση του Ῥιτιςη]οΐ ορισμένη σε κλειστό 
διάστηµα [α,β], δηλαδή 


ἀρῆς ᾿ χε[α,Ρ] και χ ρητός | 


0, χε[α,/Ρ] και χ άρρητος 
Για κάθε διαµέριση Ρ του [α,Ρ]., λόγω της πυκνότητας των ρητών και τῶν αρρήτων 
στο [α,β] θα έχω Ι{.Φ.8)Ξ0 και Ο(᾽.φ, Ρ) -1. Δηλαδή δεν ικανοποιείται το 
κριτήριο ἢ -- 5, επομένως η { δεν είναι ολοκληρώσιµη κατά κ - δ. 

Να σημειώσουμε, ότι η { είναι ολοκληρώσιμη κατά ΓεοΌθόόαυς και το 


ολοκλήρωμα έχει τιµή 0, όπως προβλέπεται στη θεωρία Μέτρου. 
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13.3, Ολοκληρωσιμότητα και πράξεις συναρτήσεων 


1.Ώς γνωστόν, η σύνθεση συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση και 
η σύνθεση παραγωγισίμων συναρτήσεων, είναι επίσης παραγωγίσιμη 
συνάρτηση. 

Με κατάλληλο παράδειγµα να δείξετε, ότι η σύνθεση ολοκληρωσίμων, δεν 


είναι πάντοτε ολοκληρώσιμη συνάρτηση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση /[0,]-»[0.1] της προηγούμενης 
διαπραγμάτευσης, όπου δείξαµε ότι είναι ολοκληρώσιμη. 


1. αε(θ]] 


η οποία είναι ασυνεχῆς 
0, χ-0 


Επίσης, θεωρώ την ο:[0,1]-» ὂ, µε σία) - 


σε ένα µόνο σηµείο του [0,1] και σύμφωνα µε γνωστή πρόταση είναι ολοκληρώσιμη. 


Η σύνθεση των {,5σ δίνει 


1, 0,1 
κο-σ»θ-! ο. . 


0, χε[ο,ΠΙΩ 

η οποία όπως αποδείξαµε (εφ.Ι παρόντος κεφαλαίου) δεν είναι ολοκληρώσιµη κατά 
Εἰεπιαπη. 

Αξίζει να σημειωθεί ότι όπως αποδεικνύεται στην Θεωρία Μέτρου, η συγκεκριμένη 
συνάρτηση (“χαρακτηριστική του ὅ”) είναι ολοκληρώσιµη κατά Τ,εῦεδαιε µε τιµή 
ολοκληρώματος το 0. 

Επίσης αξίζει να υπομνηθεί, ότι ισχύει η πρόταση «Ολοκληρώσιμη σε σύνθεση µε 


συνεχή ολοκληρώσιμη, δίνει ολοκληρώσιμη». 


2.Ισχύει η πρόταση, ότι «Αν [, ο ολοκληρώσιμες, τότε και το γινόμενο της 
7:6 θα είναι ολοκληρώσιμη». Να αποδείξετε ότι δεν ισχύει η αντίστροφη 


πρόταση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρέπει κι αρκεί, να βρω δύο συναρτήσεις {,σ των οποίων το 
γινόμενο να είναι ολοκληρώσιμη ενώ µία τουλάχιστον από τις {,σ να µην είναι 


ολοκληρώσιµη. Αν θεωρήσω {,σ:[01]--.»6 µε 
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1. χρητός -1, χρητός 
(4) ͵ , Φία)Ξ Ν 
1, χάρρητος 1, χ άρρητος 


τότε οι {,5 δεν είναι ολοκληρώσιμες (βλ. ανάλογη απόξειξη στην εφ. 1] του 
παρόντος κεφαλαίου.) όµως 


-1, χρητός 


ή --1 νχε[θο]] 
-1, χάρρητος 


(Γ:εχαὨ)- /α):εΏ}- 


η οποία προφανώς είναι ολοκληρώσιµμη. 


13.4. Ολοκληρωσιμότητα και συνέχεια 


1.Να δοθεί παράδειγµα συνάρτησης Ε:[α,.Ρ]-»ο και Γ:[α, β]--»0, για τις 


οποίες να ισχύει: 
« Ρ()- [7}4ἱ 


ο /[ (αχ) κ {(α). 


1 
0, χ-- 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώτην {:[0,1]-»6 µε {(α)Ξ : 
Ι., χΞ-- 
2 


Αν Ε:[0.,]-» ὃ µε Ε()-[/(94! τότε Ε(χ) Ξ0, οπότε και Ε(α) -0 Υυχ ε[0,]. 
0 


Έτσι, Γ΄(α) -- {(χ). 
Έχει σημειωθεί, ότι η {. δεν έχει καμία αρχική σ:σ()Ξ /(χ), διότι µε εφαρμογή 


του θεωρήματος του Ὠαῦτουχ, η σα) θα πρέπει να έχει την ιδιότητα τῶν 
1 
ενδιαµέσων τιμών, άρα και η ίση της η Εία). όµως /1(0)Ξ0 {η ενώ 


βε[οη:/α)--. Άρα Ἄσ(α): σ(α)Ξ /(α). 


Στο ἰδιο αποτέλεσµα καταλήξαμε και στο πρώτο παράδειγµα του παρόντος 
κεφαλαίου. 


Ανακεφαλαιώνοντας, υπενθυμίζουμε την πρόταση που ισχύει: 
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«Αν /:[α, ῥ] -» ὃ συνεχής στο [α,β] και Ε:[α, β]--» ὃ µε Ε(α) Ξ Γ/ίϑάι. τότε η 


Ε’ υπάρχει και Γ΄ (α)Ξ {(). νχ ε[α,β]. 


2. Ὡς γνωστόν, η συνέχεια µιας συνάρτησης {. είναι µια συνθήκη για την 
ύπαρξη αρχικής συνάρτησης της { (ή παράγουσας την {Γ). Να αποδειχθεί, ότι 


η συνθήκη αυτή είναι μεν ικανή, αλλά όχι αναγκαία. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Το ότι είναι ικανή, αποτελεί γνωστή πρόταση. 
Το ότι δεν είναι αναγκαία, θα το αποδείξουμε µε ένα αντιπαράδειγµα. Θα 


παραθέσουµε συνάρτηση {, µη συνεχή, και η οποία θα έχει αρχική συνάρτηση ΟΙ’. 


1 
Θεωρώ την /:[01]-2ὅ µε γ(α)-4127Ίμ---οο5., χπ01 
0, χΞ 0 
Η { δεν είναι συνεχής στο 0 (βλ. Β.8.1.19.). Η /Γ όμως, έχει αρχική συνάρτηση την 


1 

2 

ΕΓ: Ε()- ᾽ ο... νο η οποία είναι συνεχής και σ(α)Ξ {(0), νχε[θ1], 
0, χ-0 


3. Υπάρχει συνάρτηση Γ:[α, Ρ]-» ο, για την οποία ισχύει ότι η (κ) είναι 
παραγωγίσιµη µε Γ΄ (α)Ξ Γ(α), νχ ε[α,β] αλλά η [ δεν είναι ολοκληρώσιμη 


στο [α,Ρ]. 


1 

2 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω Είχα) «τμ Σοὶ 
0, χ-0 


2 
ποτε ρε Ετος στοι 
0, χθ 


Όμως, θεωρώντας την αχ, - , έχω ότι κ, -»0 και χ,:0 Ὑπεὸ, ενώ 


1 
ν2πη 


{ Ξ | ---2ψ΄2πη -Ὁ--ο, πράγμα που σηµαίνει, ότι η [ σε περιοχή του μηδενός 
νάπη 


δεν είναι φραγμένη, άρα η { δεν είναι ολοκληρώσιµη. 
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4. Να αποδειχθεί, ότι ο γνωστός τύπος Ε(χ) - | /(α) - σ(α)-- σ(α) «όπου Ω(χ) 


μία αρχική της {ί(χ), δεν δίνει όλες τις αρχικές της [. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω /(χ) - συνχ. Τότε 
Ε() - [συνιάΐ -- ημχ--ημα. (1) 


Επίσης µια αρχική της /(α)Ξσυνχ είναι και η σ(α)Ξημχ-Εἱ5, χεὂ αφού 
σα) ΞσυνχκΞ {(α). 


Όμως, η σ(αχ) δεν µπορεί να προκύψει από τον τύπο (1). αφού |--ημα|«!Ι, να εὖ. 
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14. ΜΗΚΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ - ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΦΡΑΓΜΕΝΗΣ 


ΚΥΜΑΝΣΗΣ 


14.1. Μήκος συνάρτησης-φραγµένη κύμανση 


1. Να κατασκευασθεί συνάρτηση [:(Ο0,1]-» [0,1] ώστε: 


ο Να έχει άπειρο μήκος 


ο Η απόδειξη της “απειρίας του μήκους” να είναι η στοιχειωδέστερη δυνατή. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα κάνουμε την κατασκευή της [ µε γεωμετρικό-εποπτικό τρόπο. 


Θεωρώ τα σηµεία 


1 ; 
-το} αν Ἡ περιττός 
4, «152 
3 5 
ΔΙ, αν π άρτιος 
. 


Σχηματίζω τη συνάρτηση που έχει ως γραφική παράσταση την άπειρη τεθλασμένη 


γραμμή Αι 424. 4,4-.... Επίσης 


(4,4,µ)-.|}------ -{1-0}}»1 υπεὸ. 


Επομένως 


“γιά; η ο ο ο πο πρυη 
--] κΞΙ 


Επομένως Σ (4 μι) 1ο0. 
[: 


Γεωμετρικά, έχω µια εικόνα από άπειρα ισοσκελή τρίγωνα που όλα έχουν ύψος επί τη 
βάση ίσο µε 1 και λόγω της ιδιότητας πλαγίας-καθέτου (4, 4,1) » ], αφού στο νοητό 
ορθογώνιο τρίγωνο ύψος και πλευράς, η υποτείνουσα είναι μεγαλύτερη από την 
κάθετη. 


Η αναλυτική έκφραση της {, µπορεί να προκύψει ὡς εξής: 
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-2"2χ 23, τε{ ω στ] 


2 2 2 
- 2 Ι 3 - 
αυ 2 κος χε ΡΤ ΠΞΘΙΊ,2..... 
0, χ-0 


Η { δεν είναι συνεχής στο 0, ούτε συνεχής επέκταση µπορεί να υπάρξει, αφού όπως 


έχουμε δείξει σε παρόμοιες εφαρμογές, δεν υπάρχει το όριο στο 0 µιας τέτοιας 


3 
συνάρτησης, αφού αν θεωρήσω την χ, - -- 0 τότε ᾽(χ,)-]-»1. Ενώ αν 
2 Π ἝἜ 


1 
θεωρήσω την χ, Ξ ο. 0, τότε /(α)-0-20. 


Αὐ 


00551 


κ 


- - - - - - 
052 ἢ 0052 Π1Π4 ΠΙΞΕ 208 Π26 ΠΩ͂Σ Π364 Π418 0488 Π52 Π52 0824 ΠΕ7Θ 228 [78 Π832 Π884 Π536 1988 
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2. Στο προηγούμενο παράδειγµα το “πλάτος” της ταλάντωσης ήταν σταθερά 
ίσο µε 1. Υπάρχει συνάρτηση Γ:[0,1]-» [0,1] που να έχει άπειρο μήκος (να µη 
είναι δηλ. φραγμένης κύμανσης) αλλά το “πλάτος” της “ταλάντωσης” να είναι 


φθίνον και μάλιστα να τείνει στο 0: 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα ορίσουμε την { ξανά µε γεωμετρικό τρόπο: Θεωρώ τα σηµεία 
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1 1 
7η) η περιττός 
4 ΞΞ 


πα ο π 
0|, η άρτιος 
π εἰ 


Δηλαδή αν Π περιττός, έχω τα σηµεία 4, στη διαγώνιο του τετραγώνου και αν 
πάρτιος, έχω τα 4, στην πλευρά του τετραγώνου που συμπίπτει με τον αχ’. Θεωρώ 
την καμπύλη που αποτελείται από τα ευθύγραμμα τμήματα 


4041 Αγ 4} Ὁ 424: ...4, 4, ῃ ν.... Επίσης ορίζω 1(0) - 0, οπότε ορίζεται η { 


πμ η 


στο [0,1]. Με τη χρήση της γνωστής µας Ευκλείδειας µετρικής, έχουµε ότι: 


1 1 1 
(40, 4) 2 ον (41. 4) 2 ρα (42, 41) 2 Δ 


το. ” (Ας. 49) 5 Ξ ΠΦΉΝΣ ΓΝ 


Γενικά έχω: 


1 1 
ο Αν η άρτις, ΠΕΙ περιττός και ἀ(4,, 4,1)» ---» (αι, 41) ----' 
η 152 η 2 


σχέσεις που αποδεικνύονται εύκολα µε την Ευκλείδεια μετρική. 


Επομένως, το μήκος της {Γ., (αν υπάρχει) θα πρέπει να είναι µεγαλύτερο από το 


άθροισμα 
Γι ο 1.1 μι να 1. πρ ο 
ο -ᾱ------ 
2 2 4 4 6 6 8810 10 ο ο τῶξι:8 


Το τελευταίο όµως απειροάθροισµα είναι η γνωστή µας αρμονική σειρά η οποία 
συγκλίνει στο --οο. Επομένως, η Γ έχει άπειρο μήκος (ή-σωστότερα) δεν έχει μήκος 
(αφού το μήκος νοείται πεπερασμένο). Επίσης το “πλάτος” της δίνεται από τον τύπο 


1 
------ -- 0. 
1 1-1] 


Τελικά, για να έχει μήκος µια συνάρτηση (γενικότερα καμπύλη) και να είναι 
ευθυγραμµίσιµη., δεν φθάνει η συνέχεια. Πρέπει η { να είναι φραγμένης κυµάνσεως 
(ή φραγμένης μεταβολής) σε διάστηµα [α, Ρ] ή όπως ισοδυνάµως αποδεικνύεται, η 
7 να έχει συνεχή παράγωγο στο [α,β]. 

Για την απόδειξη της απειρίας του μήκους της, η μόνη µη στοιχειώδης γνώση που 


χρησιμοποιήσαμε είναι η απόκλιση της αρμονικής σειράς. 
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Αὐ 
1521 


434 


04881 


Π.442 


Π.4181 


0.33 


13641 


13381 


Π312 


12861 


5261 


12341 


02081 


11821 


Π1561 


0131 


Π1Π4τ 


ΠΠ78ῃ 


ΠΠ52 


Π1261 . 


Χ 


Ξ ι ι ι [ 
τΏ25 , “ἢ 0.025 .. [225 25 25 [3 325 Π35 Π35 14 [425 Π45 Π475 [5 
. 


. 
“π126τ 


Γπεβίεά Μι 8 ἰΠ8| νετείοη οἱ Δάναπιοεα Πιβρίιει - Πρ: //ΑΝΛΑΝ. βἰεηἰηπη.σοτη/βαγβρ!η8ι/ 


3. Υπάρχει Γ :[0.1]-» ὃ που είναι: 
ο Συνεχής στο [0.1] 
ο Παραγωγίσιµη στο (0,1] 


ο Λεν είναι φραγμένης κύμανσης (και άρα δεν είναι ευθυγραμμίσιµη) στο [0,1]. 


Ι 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την /:[0,] µε γ() - 1Η» ΧΕ {ΘΗ}. 
0, χ-ο 


Έχομε ήδη αποδείξει ότι η { είναι συνεχής παντού και παραγωγίσιµη µόνο στο 
(0,Π. 
Βρίσκω θέσεις απόλυτων τοπικών ακροτάτων στο [0.1]: Γι αυτό θεωρώ την 


εξίσωση: 
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Γ (κ εὺπ 


ο Κερ. 
δ κ 


Επειδή κε(θ) θεωρώ Κεὸ᾽ που είναι οι δεκτές λύσεις. Άρα κ- 


9 
ήπεπ;) 


Βρίσκω θέσεις απολύτως ελαχίστων: 


(2΄κ -ε ὑπ 


.-. 
(2 1-1π᾽ 


{ εὸ᾽ .Έτσι έχω 


το 7 και για το [0.1] έχω ἆ εὸ". 
χ 26π 


Θεωρώ τη διαµέριση του [0,1] 


Τότε 


-- 


νΟ.Ρ)- /ω - ἠ3) 


-- 


2 
ππ 


ο 3) 


Άρα αν η --» {60 τότε Υ(/)Ξ-ιοο. 


Ι 
Π χηΗ--, χε (0,1] 
ή (στ χ 


0, χ-ῃ 
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14.2. Απόλυτη συνέχεια 


1.Ὑπάρχει συνεχής συνάρτηση { :[0.1] που δεν είναι απόλυτα συνεχής. 


1 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω /:[0,]-» ὃ µε /(α)- πμ εώς, 
0, χ-ο 


Έχομε δείξει (Β.8.Ι.19.) ότι είναι συνεχής και από το προηγούμενο ότι /( [} - 1ο0. 
Αλλά από την θεωρία γνωρίζουμε, ότι αν µία συνάρτηση είναι απόλυτα συνεχής θα 
είναι και ομοιόμορφα συνεχής και φραγμένης κύμανσης. 


Επομένως η { δεν είναι απόλυτα συνεχής. 
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15. ΑΟΡΙΣΤΟ ΟΔΟΚΛΗΡ(ΟΟΜΑ 


15.1. Γενικά 


1. Να αποδειχθεί ότι δεν έχει κάθε συνάρτηση { αρχική συνάρτηση Ε. 


1, 
0, 


χ20 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Υπάρχειη { (χ) Ξ | , αυτή δεν έχει αρχική συνάρτηση. 
ας 


Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι υπάρχει µια αρχική της Γ, η Ε, ορισμένη σε κάποιο 
διάστημα Δςῦὂ, τότε θα έπρεπε βάσει του ορισμού της αρχικής, ότι 
ΕἼχ)- Γαλ ὑχ εδ. 

Με εφαρµογή του Θ. Ῥαῖρουχ, η Ε᾿ θα πρέπει να έχει την ιδιότητα των ενδιαµέσων 
τιμών, άρα και η ίση τηςη { 


Όμως η ᾖἵ ὃεν έχει τη δυνατότητα τῶν ενδιαµέσων τιμών, αφού π.χ. 
1 
.ὰ (- 5)--, αν (ο) -ι και η τιµή ΟῚ είναι ανάμεσα στο 0 και 1, ενώ δεν υπάρχει 


χεδ: Γ(α)- ᾽ 
2 

Πρέπει να σχολιασθεί, ότι ενώ κάθε «στοιχειώδης συνάρτηση», έχει παράγωγο 
«στοιχειώδη συνάρτηση», εν τούτοις, κάθε στοιχειώδης συνάρτηση δεν έχει 
στοιχειώδη αρχική συνάρτηση. 

Δηλαδή, το σύνολο Ε των στοιχειωδών συναρτήσεων ενώ είναι κλειστό ὡς προς την 
πράξη της παραγώγισης δεν είναι κλειστό ὡς προς την πράξη της ολοκλήρωσης. 

Ἡ µη κλειστότητα του συνόλου Ε τῶν στοιχειωδών συναρτήσεων ὡς προς την 


ολοκλήρωση, απεδείχθη κατά πρώτον µε αντιπαραδείγµατα από τον Π. ΓΙουν!]]6 το 


1953. 


: ; ; ὲ Ι Ι : 
Για παράδειγµα, αποδεικνύεται, ότι οἱ αρχικές των ..- ; δεν είναι 


στοιχειώδεις συναρτήσεις. 


Επίσης, το αόριστο ολοκλήρωμα Ε(α)- | [5 για μ-0, δεν είναι 


στοιχειώδης συνάρτηση. 
Για µΞθέχω την στοιχειώδη συνάρτηση τοξηµχ. Το Ε(χ) λέγεται ελλειπτική 


συνάρτηση, η οποία για μ----1, μελετήθηκε από τον Οοπίς ἆΙ Εασηαβπο κατά τα έτη 
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1714-1750. Συστηματική μελέτη των ελλειπτικών συναρτήσεων και τῶν 
αντιστρόφων τους, έγινε τον 18 και 10’ αιώνα από τους Επ[]ετ Τ,εσεπάτε, ΑῬε], 
Υνοιτοίγαος κ.ά., µε τη βοήθεια τῶν μιγαδικών αριθμών. 

Επίσης, μέσω της θεωρίας τῶν ελλειπτικών συναρτήσεων, κατέστη δυνατόν, 
στοιχειώδεις συναρτήσεις, όπως η συνάρτηση Ώμα., οι οποίες ορίζονται µε καθαρά 


Γεωμετρικό τρόπο, να ορισθούν µε αναλυτικά µέσα. 


2. Είναι γνωστή η ισχύς της θεμελιώδους προτάσεως: 

«Αν δύο συναρτήσεις Γι και Γ; είναι αρχικές συναρτήσεις µιας συνάρτησης { 
ορισμένης σε διάστηµα 4, τότε διαφέρουν κατά σταθερά, Αντιστρόφως, αν ΕἸ 
μια αρχική της [σε διάστηµα 4, τότε οποιαδήποτε άλλη ΓΕ; που ορίζεται στο 
διάστηµα 4 και διαφέρει κατά σταθερά από τον Γ;, θα είναι κι αυτή µια αρχική 
της }» 

Να αποδείξετε, ότι η υπόθεση του διαστήματος 4. είναι ουσιώδης για την ισχύ 


της προτάσεως, δηλ. η πρόταση δεν είναι αληθής εν γένει σε ένωση 


διαστημάτων. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν /(κ)-2χ, τότε οι συναρτήσεις Ε(χ)- χ’ /0,1]ς [2.3], 


2 
α(χ)- 1” 12, χε[οη] ικανοποιούν τις ισότητες Γ(χ)- σ(α) -- /(α)--2χ 
κ {ε]θα] 


-2, ΝΗ 


ο ο 2 χε[23] 


Ληλαδή δεν διαφέρουν κατά σταθερά συνάρτηση. 


3. Υπάρχει συνάρτηση /(χ)» της οποίας υπάρχειη {Γ΄ (α), αλλά γνωστής ούσης 
της /΄(χ) » δεν μπορεί να υπολογισθεί η /(χ) µε ολοκλήρωση της {(α). 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ τη συνάρτηση /(χ) - , χ» η 
» χΞ 


Μπορούμε εύκολα να αποδείξουμε, ότι 


3 1 1 
/α- πρωι, χ»0 
0, χ-0 
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Λαμβάνοντας το πι { (8) το βρίσκουμε να «ταλαντώνεται» απεριορίστως θετικά ή 
χ-07 


αρνητικά πλησιάζοντας εναλλάξ -σο και -οο, δηλαδή η {’(α) δεν είναι φραγμένη, 
άρα µη ολοκληρώσιµη σε διάστηµα της µορφής [0,α |. 
Έτσι, η { (χ) είναι µια αρχική της {΄(ᾳ). η οποία όµως, δεν µπορεί να προκύψει µε 


ολοκλήρωση της /΄(α). 


ΛΟ. τ Θειοεα ὥτρηιοι - Επερς «νυν. ΔΠΘ γπση. ο Ώπ ΞιαςΘρθιος 


15.2. Αόριστη Ολοκλήρωση. 


1. Το ολοκλήρωμα Ι-[ η] δεν µπορεί να υπολογισθεί µε παραγοντική 
55 


ολοκλήρωση, διότι οδηγεί στην αντίφαση 150. όπως φαίνεται παρακάτω: 


τοι Ππή-.-ῃ μή Ἕμε-1-1η[τάκ-1ε1 
5 5 5 . χ 5 


1 


Άρα, [|-1-1-»1-0(} 


Ὑπάρχει κάποιο λάθος στα παραπάνω; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Το λάθος στο παραπάνω είναι η παράληψη της σταθεράς 
ολοκλήρωσης. Στις περισσότερες περιπτώσεις, αυτή η παράληψη δεν δημιουργεί 
πρόβλημα, αλλά σπανίως (όπως εδώ) µπορεί να δημιουργήσει αντίφαση. 

Η τελική ισότητα θα ήταν [1-6 --Ι που δεν συνιστά αντίφαση. 

Να σηµειῶθεί., ότι δεν είναι το µόνο λάθος που µπορεί να προκύψει όταν δεν είμαστε 
προσεκτικοί στην παράθεση της σταθεράς ολοκλήρωσης. 

Στο παρακάτω παράδειγµα θα «αποδείξουμε», ότι η γνωστή θεμελιώδης 


τριγωνομετρική ταυτότητα ημ΄χ 1 συν’χ --1 δεν... ισχύει]. 


1 
Έχουμε: [ημχσυνχάχ Ξ σημα (1) 


1 
Αλλά και [ημχσυνχάχ - -- 5 σὺν - (2). 


Με απλή παραγώγιση τῶν δευτέρων μελών τῶν (1) και (2) μπορούμε να κάνουμε 
επαλήθευση. 


1 1 

, ᾿ | --ημίαχ----συν-χ- 

Ετσι από (1) και (2) έχω 2 ο (ρ. 
ημ΄χ--συν΄χ Ξ0 


Το σωστό είναι οι (1) και (2) να γράφονται 


1 
[ημχσυνχ Ξ ΕΝ ς 


1 
[ημχσυνχ Ξ κ. ς΄ 


Με άλλα λόγια, το σύμβολο | /(χ}λέχ, όταν υπάρχει, δεν συμβολίζει µία συνάρτηση. 
αλλά ένα σύνολο συναρτήσεων που διαφέρουν κατά σταθερά ς. Συνεπώς όταν είναι 
γνωστή µία συγκεκριμένη Γω αρχική της { (χ) γράφουμε: 

[/{α}άχ -- Εία) 6, σεῦ. 


2. Να εξετασθεί η αλήθεια η µη της παρακάτω προτάσεως: 


σ(α), χεβ.γ] 


«Αν η Γ)- τ χε (γ.δ | 


| είναι συνεχής. και Οία) ΠΗ (χ) είναι αρχικές τῶν 
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σ(χ), Λ(χ) αντιστοίχως, τότε και η Ε(χ)-- σ΄ είναι μία αρχική 
μα), κεγ,δ] 

της /(χ)». 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν ισχύει, όπως φαίνεται από το πιο κάτω αντιπαράδειγµα. 


είναι συνεχής και στο 0, αφού Ππι { (0-0 και 
χ]ηχ, χ»0 


Η 5] 


2χ., ας ) 


χ-»0 
1 
ο πα - | 
[Π1 χ-]πχ(- 0-(--οο))- πι ο... πι πι πια -.θκαι /(ο)- 0. 
χ-»07 χ-»0᾽ 3 Γη... 
χ χ᾽ 


Τελικά, η γ(χ) συνεχής ν χε ὃ. 


Μια αρχική της σ(χ) Ξ 2χ είναι η σία) τε]. 
Μια επίσης αρχική της π(χ) --χίηχ είναι η Η(α) - ΠΟΙ δα” η 


ἅ μι. χκςῦθ 


ὦ Φία}- πχ’ Ίηχ-κἲ) χ»0 


. δεν µπορεί να είναι αρχική της Γ, αφού δεν 
είναι συνεχής στο 0. 

Ως γνωστόν, η αρχική µια ολοκληρώσιμης (επομένως και συνεχούς) συναρτήσεως, 
είναι συνεχής. 


Για να ισχύει η πρόταση γενικά, θα πρέπει να θέσουμε 


ο 8 χ«0 


ΡΟ ΠΟΙ Ιιχ-χ} χ»0 


. όπου ς προσδιορίσιµη σταθερά, απαιτώντας η 


Γ (χ) να είναι συνεχής στο 0. 
Ε(0)-1--ς 
[π1 Κα) Ξ]ικς 


α-»θ 


2 
2 --] 2 
Χ 21ηχ-] χ-χ 
μα Ῥί9- ο ως 
χ-»07 χ-»θ 4 χ-»θ. χ-»θ. - χ-»0 -8 
χ᾽ χ᾽ 


Επομένως, πρέπει ς!-]-0ἠής--Ι. 
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Άρα μία αρχική της { (χ) είναιη Ε' (χ) Ξ και κάθε άλλη θα 


είναι της μορφής {ω(α)- Ε(χ}!-λ, λε ὃ. 


3, «Ὑπάρχουν άπειρα παραδείγματα αορίστων ολοκληρωμότων, τα οποία 
υπολογίζονται µε παραπάνω από μία μέθοδο υπολογισμού». 


Μπορεί να αποδειχθεί ο παραπάνω ισχυρισμός; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρέπει κι αρκεί να βρούμε µια άπειρη κλάση συναρτήσεως των 
οποίων το αόριστο ολοκλήρωμα να υπολογίζεται µε τουλάχιστον δύο τρόπους. 


Θεωρώ το [χο απ. ία εὖ κ το οποίο υπολογίζεται ὡς εξής: 


Ο τρόπος µε τον οποίο υπολογίσαμε το ολοκλήρωμα ήταν η παραγοντική 
ολοκλήρωση. Μπορεί να προσδιορισθεί και µε την «μέθοδο των προσδιοριστέων 
συντελεστών», ὡς ακολούθως: 
Παρατηρούμε, την µορφή του ευρεθέντος ολοκληρώματος και εικάζουµε ότι πάντα 
αὐτό ισχύει. 
Δηλ. λαμβάνουμε πολυώνυμο, επί το ε"". Άρα θέτω [χε΄ἆχ -- ε""(Αχ-Β}-ςΟ. 
Με παραγώγιση και τῶν δύο μελών έχω: 

χε -α-ε .(4χ1Β}! 4-6 ο κ-εἳ -- εν «αχ καβ 4|- κ" -Οὐχε ὃ) 


χ-αάχ!-αβ- 4Ξ» (εκταυτότητος ίσα πολυώνυμα) 


1 
- | τα. 
ο. Ι 
αβ!- 4-0 β- 

α 

Ζ αχ 1 1 αχ Η κ 
Επομένως, [χε--άχ--]--ᾱ----- ες µε άλλο τρόπο. 

σα α 


Η κλάση των αορίστων ολοκληρωμάτων [χε"άχ µε αεῦὂ εἰναι άπειρη 


(υπεραριθµήσιµη). Φυσικά κάθε ολοκλήρωμα της µορφής [ Ρα): ο” ἄχ, όπου Ρα) 
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πολυώνυμο υπολογίζεται µε τους δύο τρόπους που αναφέραμε . Βεβαίως υπάρχουν 


κι άλλες άπειρες κλάσεις που υπολογίζονται µε όχι μοναδική μέθοδο. 
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16. ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 


1. Όταν υπολογίζουμε ορισμένα ολοκληρώματα συνεχών συναρτήσεων. 


χρησιμοποιούμε συνήθως τον τύπο τῶν Νογνίοη-][οἰ]ρηΖ: 


[/(94ϊ - Ε(α)-- Ε(α), όπου η / συνεχής και ΡΕ: Ε(α) - /(α) σε διάστηµα 


[α,β]. 
Επιπλέον, πρέπει η ΓΕ: να είναι συνεχής, παντού στο [α. ῥ]. 
Η συνθήκη η τελευταία είναι απολύτως αναγκαία. Αυτό µπορεί να αποδειχθεί 


µε παραδείγματα; 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


1 ον 1 
α) Ισχύει | --τοξε Ξ . απ. 
ος 5 η 1-χ7 


Τότε Ι ον λό: 
νο κ) 2 Ῥ 


2. 
᾿Ξ 


ΙΤ. ο βγαίνει δηλαδή το παράδοξο αποτέλεσµα 


αρνητικού ορισμένου ολοκληρώματος, µιας συνάρτησης παντού θετικής στο 
διάστημα ολοκλήρωσης. Το λάθος βεβαίως είναι ότι η συνάρτηση 


2χ 
2 


δεν ορίζεται για κΞ1 ε[θ, 932] .Ἡ σωστή λύση είναι η εξής: 


1 
Ε(χ) Ξ--τοξε 
(α) ; η 


«3 ν3 
[ ΕΕ --τοξεφχ -- | -«τοξεφν --τοξεφθ ----.. 
ανα πας 3 


β) Ένα απλούστερο παράδειγµα: Έστω {:[0,1]-»0 µε {(4)Ξ1 και Ε:[0,1]-» ὃ µε 


1. χ-ο 
Ε()-ἠχ, χε(0)}. τότε, προφανώς Ε΄ (4) Ξ (α) νχε(οὮ), Ε(1)-- Ε(θ)Ξ 
0, αΞί 


1 
-1-:[/ω”άχ -1. Αυτό βέβαια οφείλεται στο ότι η Ε δεν είναι συνεχής για 
0 


χ-Όκαιγιαχ-]. 
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Απ 4 
γ) Άλλο χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι το ον Ἡ ολοκληρωτέα 
Ὁ 4 -«συνχ 


συνάρτηση είναι παντού θετική, αφού 4--συνχ 23 Ὁχ ε0. Αν αντικαταστήσω το 


χ θέτοντας 

χ 

εφ---ῶ 1 

: (1) 
τότε 

χ 
1--εϕφ’- 2 
]- 
συνχ - τα (2) 
[{οφ}} πω 


Διαφορίζοντας την (1) έχω: 


χ 
α -]|-άω-Ξ» 
[ες] η 


1 1 
«σαχ Ξ ἄω Ξ» (από τον τύπο του αποτετραγωνισμού του συνημιτόνου) 
συν; 
2 
2 1 
--άχ-άω-» 2 
Ι1συνχ 2 ( ) 
ον τ -άω-» 
10} 
11 Σ 
το 
2 
αχΞ ο Ξ 
το 


Έτσι, το αρχικό ορισμένο ολοκλήρωμα, γίνεται: 


για κΞ0. λόγω (1) έχω ορ -0, 


για κΞ απ, λόγω (1) έχω ο-εφ---0. 


, π Ωχ 0 1 9 
Άρα, [ Ξ[ ΤΝ σάω --0 (1. 
ο 4 -- συνχ οι] ὦ 1 Κω 


11ο 


Δηλαδή, το ορισμένο ολοκλήρωμα παντού θετικής συνάρτησης, είναι μηδέν! 
Φυσικά το λάθος προεκλίθη, στην αντικατάσταση, αφού η συνάρτηση εφ Σ δεν 


είναι παραγωγίσιµη στο [0,4π]. 
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2. Στο προηγούμενο, δείξαµε το ουσιώδες της συνθήκης η { να είναι συνεχής, 
ώστε να υπάρχει το ορισμένο ολοκλήρωμα. 

Να δείξετε µε ένα παράδειγµα. ότι όταν η [ είναι ολοκληρώσιμη, χωρίς να 
είναι συνεχής, και έχει αρχική, τότε είναι δυνατόν να υπολογισθεί το 


ολοκλήρωμα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα δείξουμε αυτή τη δυνατότητα µε ένα γνωστό παράδειγµα. Έστω 


2/π 


ότι ζητείται ο υπολογισμός του [ ο μ. -συν τν. 
5. ον 
τν 1 1 ͵ ᾿ . : 
Εδώ έχουμε {(α)Ξ 2χηµ-- -συν--, χ-0.Η {(α) είναι συνεχής σχ εὉ {0}. Τότε 
χ χ 


1 
-συν--,. χ:0 
δ 


επεκτείνω την Γ. ώστε να ορίζεται στο 0 (3) Ξ αμ. ἔῃ 


0, χ-0 


επέκταση που κάναμε, εξακολουθεί να είναι ασυνεχής συνάρτηση. Μάλιστα, όπως 
έχουµε ήδη διαπραγματευθεί (Β.δ.Ι.19) ό,τι τιµή και να ορίσουμε αντί για 0, δεν 


µπορεί να είναι συνεχής. Δηλαδή, η { δεν έχει συνεχή επέκταση στο Ο. Όμως η 

Σ | τ 2 Ρ 5 ; ; 

Τ(α) είναι συνεχής στο | 0,-- | και ολοκληρώσιµη στο | 0,--| αφού η ασυνέχεια σε 
π π 


ένα σηµείο δεν επηρεάζει την ολοκληρωσιµότητα. 


2 
Παρατηρώ, ότιη Ε:Ρί(χ)-47 δν ΣτΕ [ο :) . Αυτή όπως έχουµε δείξει είναι 
0, χ-0 


συνεχής σε ολόκληρο το ία Ἴ και επίσης Γ(χ) - γ(α), χε [ : 
π π 


2/π 
Έτσι, .- συν - τα: | Ρο”. 
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17.ΑΚΟΛΟΥΟΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΚΑΙ ΣΥΓΚΛΙΣΗ 


17.1. ΟΡΙΣΜΟΣ-ΣΥΙΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΟΤΗΤΑ 


1. Να παρατεθούν κάποιες βασικές χρήσεις της έννοια της οµοιόµορφης 


σύγκλισης ακολουθίας συναρτήσεων , στον Απειροστικό Λογισμό , ώστε να 


δικαιολογηθεί η αναγκαιότητα ορισμού της. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η ομοιόμορφη σύγκλιση, δίνει ικανές συνθήκες για απάντηση σε 
ερωτήµατα που έχουν σχέση µε τη δυνατότητα αντιµετάθεσης του συμβόλου του 
ορίου µε τα σύμβολα της διαφόρισης της ολοκλήρωσης και του ιδίου του ορίου. 
Δηλαδή: 


Όταν [πι Το) - Τ(2)» εάν και πότε είναι αληθείς σχέσεις όπως οι παρακάτω: 
η οο 


ο Ιπ [(α)- Ππι πι ΓΤ (α)Ξ Επι Ππ|,(α) () 
χ-}10 χ-}χ0 1-60 11--»-Γοο χ- δρ 


ο ο τας πα {ος απο Ὁ 
« ἐπθά- {πα {,ο)τ πι [ρ(θάν ϱ 


Επίσης, επειδή κάθε σειρά είναι και ακολουθία, ανάλογα ερωτήματα έχουµε και για 


την ομοιόμορφη σύγκλιση σειρών. 


2. Ὑπάρχει ακολουθία συνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει σε συνεχή 


συνάρτηση και ακολουθία συνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει σε ασυνεχή 


συνάρτηση. 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
φρο συνηχ ΜΕ Ρ ᾿ : , 
() Έστω {(α)Ξ .πεο. Έχω δηλαδή µια ακολουθία συνεχών συναρτήσεων. 
Ἰ 


Τότε, σχεὸ ᾖ{(α)-»0 (Φραγμένη επί μηδενική συγκλίνει στο 0) και η 


190. νχ εὖ είναι συνεχής. 
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(1) Έστω σ,(α)Ξ αχ”. πεὸ,που έχουν κοινό πεδίο ορισμού το [0.1]. Τότε: 
ο Αν1χ-],σ,(Π-17-»1 


ο Ανχεῖ[ο, σ,(α)Ξκχ” -»0 


0, χεῖο,) 


Δηλαδή 5, () -» α()- 
. αι 


| η οποία είναι προφανώς ασυνεχής 


στο 1. 


Η ακολουθία {,(α)ξα” για πΞ],2.3.....30 στο [0,1] 


Η ποιοτική διαφορά ανάμεσα στις δύο ακολουθίες συναρτήσεων, είναι ότι η {, 
συγκλίνει ομοιόμορφα στην {, ενώ η 6, συγκλίνει απλά (κατά σηµείο) στην 56. 


Δηλαδή, εάν εφαρμόσουμε τον γνωστό ορισμό της σύγκλισης ακολουθιών κατά 
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σημείο, στην μεν πρώτη περίπτωση της {, Νε2Σθ το πρ που απαιτεί ο συνήθης 
ορισμός εξαρτάται από το ε, δηλαδή πρ --πρ(ε), ενώ στην δεύτερη περίπτωση 
πρ πρ(ε,α) πράγμα που συνιστά και την ποιοτική διαφορά μεταξύ απλής (ή κατά 
σημείο) σύγκλισης και ομοιόµορφης σύγκλισης. 

Η ποιοτική αυτή διαφορά γίνεται σαφέστερη και ορατή µε τη γεωμετρική ερμηνεία 


τῶν δύο ορισμών που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. 


γ-[ώ)-ε, γ-ήα)!ε. 


3. Υπάρχει: 
() Ακολουθία συναρτήσεων που συγκλίνει ομοιόμορφα σε συνεχή συνάρτηση 
(1) Ακολουθία συναρτήσεων που συγκλίνει όχι ομοιόμορφα σε συνεχή 


συνάρτηση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


1 δ᾽ 
η Ε 
2 2 2 2 
π Ἔκχ 


() Θεωρώ την ακολουθία των συνεχών συναρτήσεων {,(χ) - 
χεῦ. Θα δείξω ότι συγκλίνει ομοιόμορφα στην /(4)-0, νχεθ. Αν 


ήν) θ κε» 


κε 


«ε (1) 


2 2 2 2 
1 


Όμως «Εεερη»--- Ω) 


γε (240 


{1 (1)-θ]«ε και η σύγκλιση είναι ομοιόμορφη, αφού το πῃ εξαρτάται μόνο 


1 
Οπότε νε»ῦ, αν επιλέγω πρ -πρ(ε)- πι Ἑἶ τότε νησι Ξ» 


από το ε και όχι από το κ. 
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1 


Η γραφική παράσταση των Γία)- 


---τΎγαη-.25....;Ώ 
ΠἘΧ 


Ένα άλλο παράδειγµα ακολουθίας συνεχών συναρτήσεων που συγκλίνει 


ομοιομόρφως σε συνεχή . είναι η Τ:10.1]-» κ με 


ΙΧ 


;.0}- 


. π-],2,3,...π,....Γι αυτήν έχουμε: 
ΠΧ 


Πα πει, «εαΠεναρ)α)- - -θι Άρα Τω-σ/ῶ-α. 
Π--»ο0 1 


Εποπτικά η σύγκλιση αυτή φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. όπου έχουν σχεδιασθεί οι 


300 πρώτοι όροι της ακολουθίας , δηλ. Τ:10,1-»Χ, με 
{ώς , "-1,2,3,...300. 
ΠΧ 
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(1) Αν θεωρήσω την {,(α)Ξ - , ΧΕῦ, τότε αυτή συγκλίνει στην {/(4)0, χεῦ, 
η 


αλλά όχι ομοιόμορφα, όπως θα δείξουμε: Για συγκεκριµένο χεθ και ε»0, 


[| 


εκλέγουµε 7ϱ -5}5 (που εξαρτάται και από το ε και από το χ). Τότε 
ε 


χ 
ο 
1 


; Ρ κ χ ; Ρ 
«ε πράγμα που σημαίνει ότι η {ι(α)----»0 κατά σημείο, 
Ἰ 


δηλαδή η σύγκλιση δεν είναι ομοιόμορφη. 
Παραστατικότερα, αυτό φαίνεται µε την εξής θεώρηση: Αν ήταν η σύγκλιση 


ομοιόμορφη, τότε π.χ. για εΞ]1. θα έπρεπε να υπάρχει πρ -πρ() εὸ: νη Σπρ 


χ 


και ὑχεῦ, να ισχύει Γ-|«εΞξΙ. Αλλά π.χ. για Ἡ--πῃ και ὔχ εὂ, θα πρέπει να 


1 


χ 


ισχύει «1«|χ|«1π} |, κ εὂ πράγμα άτοπο, αφού το ὃ δεν είναι φραγμένο! 


0 
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χ 
Η γραφική παράσταση των [,(α)-- για η-1,2.3,...30 Γεωμετρικά αυτό σηµαίνει ότι και η 
Ἰ 


πιο µικρή κλίση, µιας ευθείας, την «βγάζει έξω» και από την πιο µικρή λωρίδα εκατέρωθεν του 
χχ’ 


4. Το κριτήριο ομοιόµορφης σύγκλισης του ΡἱΠ! λέει ότι 


«Αν ΓΙ, ῃα.β]-» συνεχείς συναρτήσεις για πΞ],2.3... ώστε 


Ἰμίωος {() νχε[α,β] και πΞ1,2.3.4....και πι {, 0) Ξ- [(α)χια χε[α,.β]. 


τότε {-»/{» 
Να αποδειχθεί ότι η υπύθεση της σύγκλισης σε κλειστό διάστηµα και 


φραγμένο (δηλ. συμπαγές) είναι ουσιαστική για να ισχύει το συμπέρασμα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν θεωρήσουμε την ακολουθία ρω, πεὸ στο διάστηµα 
η 


[0,1-οο) αυτή είναι: 


ο Φθίνουσα, αφού {,ιι(α) η κ. (ο). νχ Εε[0,οο) 
71 -Γ 71 


ο Πω)-0- γω), νκ ε[θ,οο) συνεχής. 
Αλλά: Δεν συγκλίνει ομοιόμορφα στο [0,-οο) όπως έχουμε δείξει στο (119) της 
προηγούμενης εφαρµογής για το ὃ και όπου η απόδειξη για το [0,1ο0) είναι εντελώς 


παρόμοια. 
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Ένα άλλο παράδειγµα ακολουθίας είναι το εξής: 


{10 -σΈμε/[(α)-α” µε π-],2,3,.., α «χ᾽ Ψχε[θῖ)/ και αυτή 
συγκλίνει κατά σηµείο στην {χ)Ξ0 , αλλά όχι ομοιόμορφα , διότι το πεδίο ορισμού 


των {η το [0,1) δεν είναι κλειστό και φραγμένο.. 


5. Στην κατά σηµείο σύγκλιση ακολουθιών, μπορεί να αποδειχθεί η πρόταση, 
ότι «Αν {-»/{ καὶ ο, δρ τότεη [/ορς, -» [ορ στο Ι, όπου Ι το κοινό 


πεδίο ορισμού τῶν συναρτήσεων». 


Να εξετασθεί αν ισχύει η ίδια πρόταση και για την ομοιόμορφη σύγκλιση. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θα παραθέσουµε αντιπαράδειγµα, δύο συγκλινουσών ομοιόμορφα 


ακολουθιών, τῶν οποίων το γινόμενο, δεν συγκλίνει ομοιόμορφα. 


Έστω η σταθερή ακολουθία (1) - η οποία συγκλίνει ομοιόμορφα στην 


χα 
1 
1|-χ7 


Τ()Ξ στο /Ξ[01). Ο ορισμός της ομοιόµορφης σύγκλισης εκπληρούται 


προφανώς, αφού | {,(α)-- {0Η 1θ0θ«ε Ψε»0 και ὑπ εὸ. 

Έστω επίσης η ακολουθία 6, (α) (1 --ε λα”. 

Αυτή συγκλίνει επίσης ομοιόμορφα στην συνάρτηση ο()Ξ0., νχε[θ). Η 
απόδειξη µπορεί να γίνει µε απλή εφαρµογή του κριτηρίου του Ὠιπί δεδομένου ότι 
σ,µία)ςσ,(α). ΥΧΕΪ[Ο,) είναι συνεχείς, η {(α)Ξ0 συνεχής στο [0,1) και 
6,(α) -» 0. Άρα η σύγκλιση είναι ομοιόμορφη. 

Το γινόμενο {,(α):σ,(α) Ξ αχ” συγκλίνει στην {(α): ο(χ) -0, στο [0,1). 

Η σύγκλιση όµως αυτή δεν είναι ομοιόμορφη, διότι αν ήταν, θα έπρεπε σύμφωνα µε 


γνωστό κριτήριο να ισχύει |1π1[51ρ| {,()- {Γ09)-0. 
π--»-οο 


Όμως Ππι[δαρ/α” -0ῃ-Ξ πι 151. 
11--»-Γοο 11--»-Γοο 


ΧΕ 
Για να ισχύει η ομοιόμορφη σύγκλιση και για το γινόμενο τῶν ομοιόμορφα 
συγκλινουσών συναρτήσεων, θα πρέπει να ισχύει μια επιπλέον συνθήκη, δηλ. οι 


7) και ο,(χ) να εἰναι ομοιόμορφα φραγμένες συναρτήσεις, πράγμα που σημαίνει, 


ότι3Μ»0:},Ω}|«Μ, υπεὸ, χε. 
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Η γραφική παράσταση των [(α)ξα” -χ} γιαπ-1,2.3,...30 στο Β.. Ο περιορισμός τους στο 


[0,1) δίνει ακολουθία ομοιόμορφα συγκλινουσών συναρτήσεων. 


6. Να δειχθεί, ότι είναι δυνατόν ακολουθία ασυνεχών συναρτήσεων, να 


συγκλίνει ομοιόμορφα σε συνεχή συνάρτηση. 


0, αε[θ,] 1 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω (4) 4 χ χε(21|᾽ {πι [,(χ)-0 και πι [(χ)---. 
9 ᾽ χ-}. χ-7 1 
η 


Επομένως οι συναρτήσεις {,(α) είναι ασυνεχείς ὑπ εὸ. Η ακολουθία {(α) 


συγκλίνει κατά σηµείο στην μηδενική συνάρτηση στο (1,2). 


τό: |[()-7(ελ«Ξ-»0, σπεὸ, νχε[θ]. ἘΦ ὅσον 
71 1 


51ρ| { (αἱ) - {κ τ -»0 η ακολουθία (1) συγκλίνει ομοιόμορφα στην μηδενική 
η 


συνάρτηση. 


7. Να δείξετε, ότι η ομοιόμορφη σύγκλιση σε διάστηµα (-α,α), παε δ᾽ δεν 


σημαίνει ομοιόμορφη σύγκλιση στο (--99,-οο). 
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2χ15π . 
ΧΕ 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρούμε την ακολουθία (1) - 


13 ΣΙ. στο (-α.α), 
η 


να»0. 
Θα δείξουμε ότι η σύγκλιση είναι ομοιόμορφη 


κά . «ε. ν»411}}. 
η--α ε 


ο) 1 


χ 
χ ΕΤ 


Το -πρ(ε,α) δεν εξαρτάται από το συγκεκριµένο κάθε φορά χε(-α,α). 


2χ15π 24 
Όμως Ππι [(α) Ξ- Ππι Ξ |π1 ρε ο (1) 
χ-λήοο χ-}1ο0 χ-}1 χ-}ήοο 1 
Ι--- 
χ 


και {π| γ(χ)-1-32. 


χ-ηο0 
Άρα η σύγκλιση δεν µπορεί να είναι ομοιόμορφη, αφού π.χ. σε µια λωρίδα πλάτους | 
1 
(για ε- ο. εκατέρωθεν της {/(4)ΞΙ., δεν βρίσκονται τελικά άπειρες καμπύλες 
Το}, αφού Ὑπὸ, οι {,(α) για επαρκώς µεγάλο α και χ (: χ» Μ)} οι τιµές της 


7) λόγω (1) βρίσκονται όσο θέλουμε κοντά στο 2, άρα εκτός της λωρίδας 


8. Να κατασκευαστεί παράδειγµα ακολουθίας συναρτήσεων {,(χ)/ ὃ που είναι 


παραγωγίσιμες ση εὸ επίσης {, -» Γ. αλλά η [να µην είναι παραγωγίσιµη. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Η λογική κατασκευής του παραδείγματος είναι να επιλέξουμε μία 
απλή και µη παραγωγίσιµη συνάρτηση (π.χ. την {(χ) -| χ |) και να επιχειρήσουμε να 
την προσεγγίσουμε µε µια ακολουθία ομοιόμορφα συγκλινουσών συναρτήσεων. 


Οι ακολουθίες {;, έχουν την ίδια αναλυτική έκφραση µε την /(χ) Ξ| χ| εκτός του 
ΓΙ .-- 
διαστήματος [---;) πεοΟ ενώ εντός η γωνία µε κορυφή το 0, λειαίνεται 

π Π 
εξομαλύνεται µε παρεμβολή-προσάρτηση της τετραγωνικής καμπύλης γ-αχ- - β, 


ς Ρ ς ᾿ ᾿ Ι . 
φροντίζοντας να υπάρχει συνέχεια στα άκρα για τις τιµές χ----, και να είναι 
η 
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παραγωγίσιµη για τις ίδιες τιµές, δηλαδή η συνάρτηση γ’Ξ 2αχ να παίρνει τις τιµές -- 


1 1 ' : : 5 Ρ ἶ 
Ι και 1] για --- και -- αντιστοίχως. Με επίλυση ενός απλού συστήµατος δύο 
η η 
εξισώσεων µε 2 άγνωστους, βρίσκουμε τα α, ῥ συναρτήσει του 7 και έτσι έχουμε την 
ακολουθία {/(α) για την οποία γνωρίζουμε εποπτικά ότι πλησιάζει την {(χ) -|χ| 


οσοδήποτε κοντά νε » 0. Έτσι ορίζω: 


που είναι συνεχείς και παραγωγίσιµες νη ε ὃ. Τότε 


0, αν χε -ο-Σ) 
Π 
γω... Ἱ Γι Ἴ Ἴ 
χ) τα ξαι- κί ----- , ΧχΧε|--,- 
για ”- |2| μη 
ο 
0, αν χε|-.ο0 
Π 
; π 2 1 π 1 1 1 
Οπότε χ)- χα” 4- -}----1 ΞἘ--. 
γκο) | | 7 23| |2 η; 2π| η 
Δηλ. ο ῶ-Ιαί«---»ο ση εὸ, υχεῦ (1) 
Π 


Σύμφωνα µε γνωστό κριτήριο, η (1) συνεπάγεται την ομοιόμορφη σύγκλιση των 
Λι) και /{). 


Ως γνωστόν η {(α)Ξ]α|δεν είναι παραγωγίσιµη στο χρ -0. 
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Αὐ 


ΗΞ1.2,3.4,5. 


Υ κ 


Γιεδβίεά κ 8 ἰή8ἱ νεισίοη οἱ Δάνϑηοθη Πταρ!ηει - Πἰ{ρ://υνννν. δἰθηἰΏπι.σοπι/8α8ρ!βεὀ 


Ἡ ακολουθία γιαηΞ-,2.3,4 και 5. Φαίνεται η σύγκλιση στην συνάρτηση |χ| 


17.2. ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΚΑΙΟΛΟΚΛΗΡΩΣΙΜΟΤΗΤΑ 


1. Να κατασκευασθεί παράδειγµα ακολουθίας συναρτήσεων /,(α)/0,1] οι 


1 1 
οποίες να είναι ολοκληρώσιμες και [πι [ 1, (α)άν -[11π1 { (ας. 
π-»Γοο 0 0 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ ισοσκελές τρίγωνο µε βάση μήκους 1 και ὕψος μήκους 1. 


1 
Τότε το εμβαδόν του είναι ον Θεωρώντας άλλο ισοσκελές τρίγωνο µε βάση μήκους 


1 1 1 
᾽ και ὕψος 2, τρίτο τρίγωνο µε βάση 3 και ὕψος 3 κ.ο.κ. βάση μήκους -- και ύψος 
η 


34] 


1 
η. Όλα έχουν εμβαδόν ” Με αυτή τη γεωμετρική ιδέα, συνεχίζοντας αυτή την 


κατασκευή επ’ άπειρον, έχω την ακολουθία τῶν συναρτήσεων: 


1 
2/2, τε[θητ] 

2Η 

Ἢ Ι1 
(α)-1- 2112, χεἰ--,- 
2η Ἡ 

0, πεί το 

Π 


1 
Προφανώς εκ κατασκευής έχω ότι [ {,(αλάς - 5 ση εὸ. 
0 


Όμως {ι(α) -» {(4)-0, Ὁχ [0] και βεβαίως ολα - [ως ΕΦ, 
0 0 


η-1,2,3,4., 


͵ 
1.8 8 


Γιεδίεα ή] 8 Ιήαἱ νεισίοη οἱ Δήάνβησθή ΠτβρἬει - Πρ: // ΑΙ. δἰεγίωπι.οοπι/ϑατβρ!ηβε/ 


Η ακολουθία [;(χ) για π-1,2.3.4. 


24 
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2. Ὑπάρχει παράδειγµα ακολουθίας συναρτήσεων {,(α)/0.1] οι οποίες είναι 


1 1 
ολοκληρώσιμες, αλλά πι [ {,(α)ώς - 16ο και [11π1},(χ)άχ «1ο. 
0 0 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ την ακολουθία χ,(α)--π΄χ(|--χ΄)᾽’ Λ0,1]. Τότε 


τν η}Ια χγ{--χ7)’ αχ -- 
0 0 2 0 


ο. | τν ο υ.., 


2 


-» ορ 
2πε} 
αν) 
Ενώ πι /,(α}- πι ο ος πι [-2χ(-χ2γ”]--0 δεδομένου ότι για 
Π--»Γοο 


Ἡ--»Γοο 1 Π--»Γοο 
ς κ)" | 


1 1 
κ], έχω |ἰπι 0-0, ενώ κ «1 α(-- κ)”. -»0 και [/(α)άχ - [04χ -0. 
0 0 


π-»ήο0 


3, Υπάρχει παράδειγµα ασυνεχών συναρτήσεων /,(χ) που είναι ΕἰεπιαπΗ 


ολοκληρώσιμες και συγκλίνουν σε µη ΕΙΕΠΙ4ΠΗ ολοκληρώσιμη {Χ). 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν (ρ,),.ν µια αρίθµηση των ρητών του [0.1] , θέτουμε 


Τ:10,1]-» Εξ με 


ον (9 - ᾿ χε ΛΗ 


1, χείρι»ρ»»....Ρη} 

Κάθε µια από τις {,(α) εἰναι συνεχής στο [0.1] εκτός από πεπερασμένο πλήθος 
σημείων που παρουσιάζει ασυνέχεια. Άρα σύμφωνα µε γνωστή πρόταση κάθε µια 
απότις {,(χ) είναι Κίεπιαπη ολοκληρώσιμη. 


0, χε[ο,} 


ΠΣ. παῇ .5-ἠν ΧΕΙ͂ΟΙ 


| που είναι η γνωστή συνάρτηση του ΠὨἱτίιοβ]αοί η 


οποία όπως έχουµε δείξει ( ) δεν είναι ΕΙεπιαήΏ ολοκληρώσιμη. 


4. Να δειχθεί, ότι όταν ᾖ{,-» |» [μι Γ παραγωγίσιµες, τότε δεν έπεται ότι 


τρώς 
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν τότε ας . ----ημ(ηκ)/ὃ, πεὸ τότε 


"πι αρ [ή ) 0” πο ο .ῃ Ξ ο. 0. 
Άρα Γω)-»/ω)-Ξ0, νχεδ. Γ/(0 - ψησυν(ηκ). Τότε: {Γ(θ)-νη. ενώ 
Γ(0)Ξ0.Έτσι πι [ή(0)Ξ-ου-0Ξ /’(0). 


17. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΠΑΝΤΟΥ ΚΑΙ ΠΟΥΘΕΝΑ ΠΑΡΑΓΟΓΙΣΙΜΟΤΗΤΑ 


1. Υπάρχει συνάρτηση /Γ:0 -»0 παντού συνεχής και πουθενά παραγωγίσιµη. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Πρόκειται για γεγονός που εκφεύγει, της συνήθους (πεπερασµένης) 
ανθρώπινης εποπτείας και που βεβαίως σηµαντικά ιστορικό γεγονός στην εξέλιξη του 
Απειροστικού Λογισμού µιας και το πρωτοπαρουσίασε ο Νειοτοίτα5ς, όπως 


αναφέρουμε και στο πρώτο μέρος της παρούσας εργασίας. 
ο Θεωρούμετην ακολουθία των συναρτήσεων {(α)- --- συν(3’ χ) πεὸ. 
Οι συναρτήσεις {,(χ) είναι προφανώς συνεχείς και παραγωγίσιµες. 
ο Η αντίστοιχη σειρά Σ {)Ξ- Σ-- συν(2” κ) συγκλίνει ομοιόμορφα σε µια 


συνάρτηση {(χ) σύμφωνα με το κριτήριο του ἸΜεϊοιςίταςς. 


Πράγματι, |.7η{1) ΓΊ0 συν’ χ) 


1 
πῃ νχεὂ. Ἡ γεωμετρική σειρά είναι 


σειρά θετικών όρων .. και συγκλίνει στο 2. Άρα η Σ ΜΙ (1) είναι απόλυτα 
η-0 


συγκλίνουσα στο ὃ, και έστω {(α) η συνάρτηση που συγκλίνει. Λόγω της 
ομοιόµορφης σύγκλισης της σειράς στην {(α), έπεται ότιη {(α) είναι συνεχής. 


ο [Ισχύει ότι: 
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(0) Ξ τσ μΘ”ν) ο. 43] ημ(” κ) είναι συνεχείς. Αν θεωρήσω την σειρά 


των παραγώγων των {/(α) θα έχω την -Σ(3) ημ(” κ). Η σειρά αυτή δεν 


συγκλίνει αφού 5) ημ(” χ) -»0, σχ--2κπ. 


Επομένως, η {Γ(α)Ξ Σητουνό”.). χεῦ δεν είναι παραγωγίσιµη, αφού 
η-0 


σύμφωνα µε ισχύουσα πρόταση, θα έπρεπε και η σειρά τῶν παραγώγων των 
Τ(.) να συγκλίνει (ομοιόμορφα μάλιστα) στο Ο. 
Το παραπάνω παράδειγµα διεκδικεί την θέση του ανάμεσα στα πλέον 


εντυπωσιακά ιστορικά παραδείγματα του Απειροστικού Λογισμού. 
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18. ΓΕΝΙΚΕΥΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 


1.Υπάρχει παράδειγµα συνάρτησης Γ:[α.Ρ]-» ὃ µη ολοκληρώσιμης, αλλά ο 


περιορισμός της { σε οποιοδήποτε διάστηµα της μορφής [αρ,β]. µε 


α «χο «β να είναι ολοκληρώσιμη. 


1 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν /:[01]-»δ µε /() έν ο 
0, ««Ξθ0 


Τότε η [ δεν είναι 


ολοκληρώσιμη στο [0.1] δεδομένου ότι δεν είναι φραγμένη σε αυτό, αφού 


Ππι [(χ) -- 100. Όμως η { είναι ολοκληρώσιµη σε κάθε διάστηµα της µορφής 
χ-»07 


[10»1] µεθ «ας ] αφού εκεί είναι συνεχής και φραγμένη. 


Ὑπενθυμίζουμε ότι µια τέτοια συνάρτηση {Γ., λέγεται τοπικά ολοκληρώσιμη 


συνάρτηση. 


2.Να δοθούν τρία παραδείγματα συνεχών συναρτήσεων {, ο, Π ορισμένων σε 


διαστήματα της µορφής [Κ,1οο) για τις οποίες να ισχύει: 


α) [ ΤΩ) « 1ο0 
ΓΙ [εῶ)--:ο 


γ) [1() δεν υπάρχει 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


α) Θεωρώ την {:[0,1ο0) µε /{(α)Ξο '. Τότεη [Κ᾿ εἰναι τοπικά ολοκληρώσιµη στο 


οσο β 
[0,1ο0) και [ε""ἀχ-- [πι [ο αχ -- πι (1--εὔ)-ι. 
0 β 0 β-»!ο0 


του 


β) Θεωρώ την ο: [1],1ο0]--» ὃ µε ο(χ) - τ. 
χ 
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Τότε [' νε Ἴία απ ακεΞ: μι | Ιο5Ρ-ἠοο. 
ΠΒ β-»ηοοὶ χ 


γ) Θεωρώ την {:[0.οο) µε Πι(χ) -- ημχ. 
{0 β 
Τότε [ημχάχ - πι [ημχάχ - "πι (1--συνβ) (1) 
0 β-»ήοοῃ β-»!οο 
Το τελευταίο όμως όριο δεν υπάρχει, διότι αν θεωρήσω ακολουθία 
χ' 2πη--}»οο, τότε Ἠπι(1--συνχ͵)- Ππ1(1]-1)-0. Ενώ αν θεωρήσω την 


ᾖ--ὸμοο π-»ήο0 


ακολουθία γν, - 2πη -; -}1ο0, τότε |1π1(]-συνν.)- Ππ|(]|-0)-1. 
π---οο Π-»!-ο0 


-ο0 
3.Παράδειγµα συνεχούς συναρτήσεως Γ:δ -»0 για την οποία το [| /(χ)άχ 


--οο 


υπάρχει: 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Θεωρώ ΗΝ, ; ; 
Ἔχ 


0 {50 0 β 
-- -ᾱς-| | ο ρήση : 
Σια “αν ης. αθ-ο11χ᾽ β-ηο11-χ 
; ποι 
-- [πι (τοξεφα) -- Επι (τοξεφβ) - - 5) ---π. 
α-»-οο β-»!οο 2 2 
4.Να αποδειχθεί ότι γενικώς, 
ΠΕ3Θ) τα 
[αλ πι [/(α)άχ (5 
-οὉ α-»-τοο τη 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω Τ ημχάκ. Τότε πι Ἱ δα. "πι ι (συνα - συνα)Ξ0. Όμως, 


--οο 


ο ο Ίπι [/οὐάν-ε αι Γ/ο)άν 
αρ ΗΕ 0 Ω-λ!οο σα -- οσο 0 


[111 Ϊ ημχάχ Ε ᾿ . ημχά - "πὶ[- συνχ]', ο [-συνχ]/ 
του 


α-λ»γοου 


Ππι [--]-- συνα] -- εν συνῤ --1] (4) 


α--»οο 
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Αλλάζοντας τον συμβολισμό η (1) ισούται µε 2: Ππι(-]- συνα) όριο που δεν 
α-»!ο0 
υπάρχει διότι αν θεωρήσω την χι 2πη -» 1ο0 τότε 


2. "πὶ (-1--συν2πη) --2(-2)---4. Αν όµως θεωρήσω γ, -2πη-- 5 -» 100 τότε 


Π--»Γοο 


--οο 


2ο - ἱ-- συν 25η - 1] -2-:(-1)--2. Επομένως, το ; ημχάχ δεν υπάρχει, και 
έτσι δείξαµε ότι γενικώς 

ον Τα] [αλά 
Ὑπενθυμίζουμε, ότι το δεύτερο μέλος της διαφοροισότητας (τ) λέγεται πρωτεύουσα 


Ἔοο 
τιμή κατά ΟαιοΏγ του ολοκληρώματος [/(α)ώι και συμβολίζεται µε Ο.Ρ.Ν. 


--οο 


[/ία)άκ. Δηλαδή 


--οο 


ΟΡ.ΝΥ τρ (α)άχ -- ΠΠ Τ (κ. 


--οο 


Γενικά ισχύει ότι «Αν {:ὃ -» 0 µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε 
{50 ΠΟ 
[;ω}άχ-β-»6Ρ.Υ [}(α)άχ - β». 


Ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει. 
Η μη ισχύς του αντιστρόφου δείχνεται µε το αντιπαράδειγµα που ήδη 


χρησιμοποιήσαμε. 


5. Να αποδειχθεί, ότι για να συγκλίνει ένα ολοκλήρωμα α΄ είδους, δεν είναι 


αναγκαίο η ολοκληρωτέα συνάρτηση να είναι φραγμένη. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Έστω /:[0.οϱ) -» ὃ µε Γ(ὰ) -- χημχ΄, η οποία δεν είναι φραγμένη, 


; ' 7 π 7 
αφού αν θεωρήσουμε την ακολουθία χ, -- 4|2ππ 1- 7 -» 160 τότε 


ΠΡ 2. -} 1ο0. 
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{0 {0 1 9ο 
Θα δείξουμε, ότι [χημχ’άχ «10ο. Αφού [/(}άχ - [/(α)άν- [7ω)άχ, αν 
0 0 0 1 
οο 1 
αποδείξουµε τη σύγκλιση του [ γ(χ)άχ. δεδομένου ότι το [ γ(χ)άχ υπάρχει, τότε θα 
1 0 
ορ 
έχουµε αποδείξει και την σύγκλιση του ολοκληρώματος [/(α)άχ. 
0 
1 
Θα εφαρμόσουμε το κριτήριο του (416/1Υ: Θεωρώ το [ χημχ΄άχ. (1) 
χι 
Σ 4 Ρ 3 ω τό , 
Θέτουμε α΄ Ξω. οπότε 4χ ἄχξ-αω-»αᾶκ- πο (χ 0, αφού ήδη περιοριστήκαµε 
χ 


στο διάστηµα ολοκλήρωσης από 1 έως ου). Έτσι, η (1) γίνεται: 


. ἵ ημω σης. 4 συνῶ ἵ 1 ἵ συνῶ ο 1 συνχ; συνχ' 1 ἵ συνῶ ΣΣ 
4 ανω 4 γω δω)” ο αἲ | Βα) Ἢ 
Άρα 
4 
2 4 11 1 13 ἆω 1 1 1 1{Γ1 1 1 
χημα ας - Ἕ- ΞΞ .. - «ε Ω) 
ή 4 Ε αι) 8 1 Ἄς αν ἅμα). ος 


1 1 
Οπότε, νε » 0, αρκεί να διαλέγουµε ὃ - --- οπότε (χι » ὃ και χ; λὐὀ)ο τς ε 


ψ2ε 2χ] 


Χ2 
[χημχ΄άν 


[ο] 


και από την (2) θα έχω 


«ε. Δηλαδή, το | χημχ αχ συγκλίνει, επομένως 
1 


όπως εξηγήσαμε στην αρχή, και [χη με αχ «100. 
1 
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ἤ 


| 


7 ( -χημ(χ)/0, 190) 


4} 
31 
2} 
1} 
-- 
η π5 η ζὰ Σ 
ΕΕ 
24 
3} 
4 


| 


ΞΕΞ 
ρα 


6. Εξετάστε , αν ισχύει το αντίστροφο της προτάσεως: «Αν η { είναι τοπικά 


οσο ΠΕΣΟ 
ολοκληρώσιµη και [] Γ()| ἀχ « 1ο0, τότε και [| γ(χ)άχ « Ποο». 
0 0 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Δεν ισχύει: Για αντιπαράδειγµα , έστω το γ.ο. [ 


α 


ημα 


χ 


αχ. Θα 


ΠΗ͂Σ 


-ο0 ημα 0 
δείξουμε ότι [ ---ἷκ «--οο, (α»0) ενώ [ ὧχ - 1ο0. 
α χ α 


οο 
(}) Για να δείξω ότιτο γ.ο. [ ΠΕ α. συγκλίνει, θα χρησιμοποιήσω το κριτήριο 
α ο 


σύγκλισης του Οα1οΥ : 


Έστων α «αι «αχ. τότε: 


μ.. ρε .. ἴσυνε-. ο ντι συν» ο. ΕΝ 


2 
αι χ αχ χι χο χι χ 


Αν λάβουμε τα απόλυτα και των δύο µελών , µε χρήση ιδιότητας τῶν απολύτων, 
θα έχω: 


ΙΓ 1 
κα ο 
ἃ.  ἆρ 


μον ο 
ἃ χο 


χο 

|Ισυνχ | 
| πο. αχ 
αι χ 


1 1 | αχ. 2 
« . 
πο 


7 


2 2 
Άρα αν διαλέξω ως δ(ε) --- , τότε παρατηρώ, ότι ὑ χ,,χ» με χι, χ» ὸΠιθχ(α.--) 
ε ε 


πο 
᾿ 3 Ρ : ; ᾿ Ρ 
θα ισχύει [ | 1: |ἀχ«---«ε. Τότε από το κριτήριο ΘαποἬγ, έπεται ότι: 
δη 
α 


χι 
οο 
[πα --. 
ας" 
οο 
(1) Απόδειξη ότι | ως 
πο ο. . σ. : 
υπ ο ως μα ΠΟ ΗΝ [ [ημχ| 
ο 5 ἫΝ; ος 95 π 4» α΄. χ 
[;] Κπ 
η | ημας (1) 


--ι-}π χ 
Αν Κεὸκαιγια([-Ὀ)πεἑεχςΚπ ,Κ-2,3,4....5» 


ας Πα] ημχ] 
Κπ αχ Κπ χ 


-» 
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Κπ 
2 
Ἐ Πα] ας 1. [ ημχάκΞ ----.και άρα από (1) 
π Κπ 


υπ ᾱ-θπ 


Ρεμς 2. νο] 


-Κπ π΄ Κ 


Λαμβάνοντας τα όρια όταν η -» 1ο0 έχω 


οο 
Να σημειωθεί, ότι η σύγκλιση του ολοκληρώματος | να µπορεί να αποδειχθεί 


α 


απλούστερα, µε απλή εφαρμογή του κριτηρίου σύγκλισης του Ὠίἰγίσμ]εί, όπου το 


τ; «150 ΥΡ»ΣΟ, άρακαιγια Ρ 1. 


0 
Ειδικότερα, μπορεί να αποδειχθεί ότι | κ. 7 
ο 43 


0ο 
7. Αν µια σειρά Σα, συγκλίνει, τότε όπως γνωρίζουμε, υποχρεωτικά α, -»0 
ηΞΙ 
(ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει). Στο γενικευμένο όµως ολοκλήρωμα, δεν 
οο 
ισχύει κάτι ανάλογο. Δηλαδή αν το [/Γ(α)ώι συγκλίνει, τότε δεν έπεται 
Ι 
αναγκαστικά ότι και [πι [(χ)--0 Να το δείξετε αυτό µε ένα κατάλληλο 
χ-» Του 


παράδειγµα. 


οο 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ:Για παράδειγµα, θα θεωρήσω το [ συνχ΄ἆχ. Ἡ συνάρτηση 
1 


!(α) - συνχ᾽, δεν έχει όριο στο 9ο, διότι αν θεωρήσω α, Ξ νπη -» 1ο0, τότε 


ζί(α,͵) Ξσυν2πη-]-»Ι. ενώ αν θεωρήσω την ν, Ξ ι/2πη ο. --οο, τότε 


οο 
{())Ξ συν 25η .. 5) Ξ0-20. Παρόλα αυτά, το | συνχ΄ ὧχ συγκλίνει όπως θα 
1 


δείξουμε. Θέτοντας α΄ --{ έχουμε: 
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9ο 00 
[συνκλάν -.1 | ὑώ α 
21 νι 
χ οο 
Η συνάρτηση συν! είναι συνεχής, [συνίᾶκ -- ημχ--ημι ή |! Ε(4) ΞΙ [συνίάχ|«2 
1 1 


1 {. Ἡ 
λαδή η Ε ένη. Επίσης 11 κ μυ μα ον 
δηλαδή η Ε(α) φραγμένη. Επίσης [πι βί(χ) σος 0, ε΄) το ῇ 


σ΄’(κ) είναι απόλυτα ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Επομένως εκπληρούνται οι 


οο 
συνθήκες του κριτηρίου σύγκλισης του ΡΙτἰοπ]οί και έτσιτο [ συνχ”ἀχ «100 
1 


Συμπληρωματικά αναφέρουμε ότι και το [ ημχ᾽άχ υπάρχει, πράγμα που θα 
1 


αποδείξουμε µε άλλο τρόπο και συγκεκριµένα µε χρήση κριτηρίου σύγκλισης Οα1ςΠΥ 


Έστω ε»θ . Θα δείξω ότι υπάρχει δ(8)20 , έτσι ώστε | | ημχ᾽άχ|«ε . 


- 
να με Αλ. ..δί(ε). 


Πράγματι: 


Ὦ ; 1 12 -.. 1 πα χ2 1 χ2 3 
[»μα ἄν [η 2ῃμίάχ---1 συν! | πι 2συνίζῶκ και άρα 
2 χἱ 2 αα 4 χὶ 


χι 


12 12 3 
ο ο. ο αι ος οκ. ο. 
χι 2 χι 22 Ἔν 2 ον Δα 2 χι 21 χι 


1 
Αν πάρουμε δ(ε)ξ-- , τότε ισχύει 
ε 


22 1 
[[ημκ]άκ|«ε Ὑχι,χιμε χι»χι7- 


χι 


Από το κριτήριο σύγκλισης του Ο816ΠΥ ., έπεται, ότι υπάρχει το γ.ο. | ημχ΄ἀχ 
1 


οο 


Να σημειωθεί, ότι όταν [γ(α)άχ«!1οο και το πι Γ(α)Ξ 4 υπάρχει, τότε 


25] 
7 χ-}} 


αναγκαστικά {Ξ0. 
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Δηλαδή το ϐἐ-θ0θ αποτελεί ικανή συνθήκη μη σύγκλισης του γενικευμένου 


οσο 
ολοκληρώματος | Τ(κ)άχ. 


οσο 
Αν όµως { 0, αυτό δεν αποτελεί ικανή συνθήκη σύγκλισης του [ /(α)άχ, αφού αν 


α 


-οΟ 
θεωρήσω {(χ) - .. τότε [πι [(χ) 50, αλλά [ Ἕν -ἠοο (α»0). 
χ χ-λήοο α ἆ 


8. Το ολοκληρωτικό κριτήριο του (απςΠν αναφέρει ότι αν µια συνάρτηση { 


οο 
είναι θετική, φθίνουσα και συνεχής στο [1,1ο0), τότε η σειρά Σ /Γ(1) και το 


η] 


οο 
ΓΓᾳ)ἆχ συμπεριφέρονται οµοιοτρόπως: 
1 
Όταν συγκλίνει η σειρά συγκλίνει και το ολοκλήρωμα, όταν απειρίζεται η 
σειρά. απειρίζεται και το ολοκλήρωμα και αντιστρόφως. 
Να αποδειχθεί ότι η υπόθεση ότι η [ είναι θετική. είναι απολύτως ουσιώδης 


ώστε ισχύει το συμπέρασμα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 
ο 2(π11}π οο 2 1 οο 
Σ [ημιά:- Σ]-συνχο  -Σ0-0 
πΞ0 ὅδηπ η-0 η-0 


Ἔοο β 
όμως [ημχάχ - ΜΙ [ημχάκ - τ. (|-- συνβ) που δεν υπάρχει. (βλ. Β.4.1.3.ε)) 
0 τλήοο ἢ -λήοο 
Να σημειωθεί όµως, ότι όταν η { αλλάξει άπειρες φορές πρόσημο στο διάστηµα 
οσο “5 
[Π1.οϱ), τότε η σύγκλιση του [ /(κ)άχ» συνεπάγεται την σύγκλιση της σειράς Σα,,. 
1 η-0 


χπΗ 
μεα, - [| /()άχ, όπου χ, αύξουσα ακολουθία µε ας, -» 160. 


Χπ 


9. Υπάρχουν συναρτήσεις μ ο, ἦι, φ: 


(Ὁ η Γ/Ία, β) και το ΐ 7ο)αάχ υπάρχει 
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β 
(9 η σ/α.β) καιτο [σ(χ)άχ είναι άπειρο 


β 
(19) η α,β) καιτο [ἠ(χ)άχ είναι άπειρο 


α 


β 
(ν) η φ/[α,β]λ {χο} καιτο [φ(χ)άχ δεν υπάρχει. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: 


(ὢ μα - οι 


- η το Ἴ Ξ ἥπι| τος ο. ο 
0 γ9..χ2 1-3" [τ᾽ -- λ-»3- Ἔα ο 255 να κ. 


Ν λ 
Ξ πι τοξηµ--Ξ τοξημί - ώ 
}-»3 3 2 


1 λ 
(1) [5 πι [ εἴ - -- Ππι |ῃ : Ξ [πι 1 ; ταν) ----ο0 
-χ Γη ο02-χ 132 2-χ] 152] 2-λ 2 
γ 1 γ Ι 
(18) | --] ον Ἐ] ΣΝ Επι { 5 -- Επι τ 
- οχ|ορχ γαϊορα 1501}χ|05χ ;»Γγχ|00χ 
Ξ πι Ιορ| ]οσα |; - [πι ]ορ|1ορχ | Ξ-ο0. 
--»07 }-»1- 7 
2 4 
(1ν) [ πι [ ος { [πι [ πο; 


--. Γούλα; ελα 0 


λ 4 

.. πι .. πι 

-]πι----| 11|π|----| Ξ-κου-ορ--οο, 
λα χ-]|ο επχ- 


10. Ως γνωστόν, «Αν {:[α,β]-»0ο και η [ είναι ολοκληρώσιμη, τότε και η 


ον ’ είναι ολοκληρώσιμη». Να εξεταστεί αν ισχύει η ίδια ιδιότητα για το 


γενικευμένο ολοκλήρωμα. 


ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Όχι, όπως φαίνεται από το ακόλουθο αντιπαράδειγµα: 


ὧχ «-οο, όμως [----50 


[- 


354 


19. ΧΡΗΣΙΜΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ ΚΑΙ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 


1.ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΚΑΙ ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΕΣ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΥ ὃ 


ΟΡΙΣΜΟΙ: 
Ο.Ι. Ρητός: Είναι κάθε αριθµός που µπορεί να γραφεί ὡς κλάσμα Ε με 
ν 


µιν εΖ και ν-0. δηλ. κάθε στοιχείο του συνόλου (9 


Ο.2. Άρρητος: .Είναι κάθε πραγματικός που δεν είναι ρητός , δηλ. κάθε 


στοιχείο του ΕλΩ 


0.3. αΑλγεβρικός: Είναι κάθε πραγματικός που µπορεί να εἰναι ρίζα µη 
μηδενικού πολυωνύμου µε ακεραίους συντελεστές. 


Ο.4. Ὑπερβατικός: Είναι κάθε πραγματικός που δεν είναι αλγεβρικός. 


Ο.5. Πυκνό σύνολο: Ένα σύνολο ΧΟ είναι πυκνό, αν για κάθε δύο 


πραγματικούς α-β., υπάρχειγεΧ: α-«γ«β 
0.6. Άνω φραγµένο σύνολο 4Αςῦ : Όταν Ἄαεθι:κσα, ὕχε.Το α 


λέγεται ένα άνω φράγμα του Α 


Ο.7. Κάτω φραγμένο σύνολο Ας ὂ: Όταν 3Ρε[:χΣβ, ΥχεΑ.Το β 


λέγεται ένα κάτω φράγμα του Α 


0.8. «Φραγμένο σύνολο Ας ὃ : Όταν το Α είναι άνω και κάτω φραγµένο. 


0.9. ΙδΗΡΓΟΠΊΜΠΙ ενός συνόλου 4: Έστω Ας και ας. Ο α είναι ελάχιστο 


άνω φράγμα ή 5ΙΡΤΕΠΙΙΠΙ του Α αν 
() Το α είναι άνω φράγμα του Α και 


(1) Αντοβείναι ένα άνω φράγµατου Α. τότε ας β 


Ο.10. ΓΗΓΙΠΠΙΗΠ ενός συνόλου 4: Έστω 4ς και αςεῖξ. Ο α είναι μέγιστο 


κάτω φράγμα ή ΙΠΠΠΙΗΠΙ του Α αν 
() Το α είναι κάτω φράγμα του Α και 


(1)  Αντοβ είναι ένα κάτω φράγµατου Α.τότε β-α 


Ο.11. Περιοχή µε κέντρο χρ και ακτίνα ε, είναι το ανοικτό διάστηµα 


(αρ ειχε) δ(αρ,Ε). αρΕΚΝ, ε»0. 
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Ο.12. 


Ο.13. 


Ο.14. 


Ο.16. 
Ο.17. 


Ο.18. 


Ο.19. 
Ο.20. 


Ο.21. 


Ανοικτό σύνολο, υποσύνολο του ὃ. Ονομάζεται κάθε σύνολο 4. για το 
οποίοισχύει: χε 4-»Πε»θ:δ(ι.,ε)ς 4. 

Κλειστό σύνολο, υποσύνολο του ὃ. Ονομάζεται κάθε σύνολο 4, του 
οποίου το συμπλήρωμα ϱ ι 4 είναι ανοικτό. 

Εσωτερικό σημείο συνόλου Ας ὃ. Ονομάζεται ένα σηµείο χε 4, αν 


υπάρχειπεριοχήτου χ:δίχ,ε)ς 4. 


Σημείο συσσώρευσης (ή οριακό σηµείο) του 4: Έστω χετἷκαι 


ΑΕ . Το χ θα λέγεται σηµείο συσσώρευσης του Α , όταν 


[5(1.ε)ι{χλ]ω 45.6 , νε»0. 


Μεμονωμένο σηµείο του 4: Όταν δεν είναι σηµείο συσσώρευσης τοῦ 4. 


Εσωτερικό συνόλου 4: Ονομάζεται το σύνολο τῶν εσωτερικών σημείων 


του 4 και συμβολίζεται µε 4. 

Παράγωγο σύνολο του 4: Ονομάζεται το σύνολο των σ.σ. του 4 και 
συμβολίζεται µε 4΄. 

Κλειστότητα ή θήκη του 4: Ονομάζεται το 4- 40) 4’. 

Αριθμήσιμο σύνολο: Κάθε σύνολο του οποίου τα στοιχεία μπορούν να 
τεθούν σε | --{ και επί απεικόνιση µετο ὃ. 


Υπεραριθμήσιμιο: Κάθε απειροσύνολο, που δεν είναι αριθμήσιμο. 


ΑΞΙΩΜΑΤΑ -- ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 


Αι: 
Α.: 


Πι: 


Π2: 
Π3: 
Π;: 
Π:: 
Π56: 


Αρχιμήδους-Ευδόξου: Αν χεδ᾽ και γεῦ,τότε 3πεὸ:πχ»ν. 
Αξίωµα της πληρότητας του ὃ ή Αξίωµα του συνεχούς στο ὃ : Κάθε 
άνω φραγµένο (αντ. κάτω φραγμένο) µη κενό υποσύνολο του ὃ έχει 
5ΠΡΓΕΠΊΠΠῚ (αντ. 1ΠΠΠΠΙΙΠΠ). 

Αρχή καλής διάταξης: Κάθε µη κενό υποσύνολο του ὃ περιέχει 


ελάχιστο στοιχείο. 

Ανισύτητα Βετηοι]|: Αν α» -1,τότε (1-α)” Σ] πα. 

Κάθε πραγματικός μη αρνητικός αριθµός χ, έχει μοναδική ν-οστή ρίζα. 
Το ὅ είναι διατεταγμένο, πυκνό και αριθμήσιμο σύνολο. 

Το ὃ --ὅ είναι διατεταγμένο, πυκνό και υπεραριθµήσιµο σύνολο. 


Κάθε πραγματικός αριθµός, έχει μοναδικό δεκαδικό ανάπτυγμα του 


οποίου τα ψηφία δεν είναι από κάποια θέση και πέρα όλα 9. 
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2. ΑΚΟΛΟΥΟΙΕΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΟΜΟΝ 


ΟΡΙΣΜΟΙ: 


Οι: 


Ο: 


Ου: 


ος, Ὁ; «Ὁ. Ὁ 


Ακολουθία πραγματικών αριθμών είναι µια συνάρτηση }Γ:ὸ -»ὃ µε 
τον ειδικότερο συμβολισμό [(η) Ξα, ε ὃ για τις εικόνες, ενώ την ίδια 
την ακολουθία συμβολίζουμε µε αι,α».,α:.....α,... η (αι) ιο ἢ (αι) ή 
και(καταχρηστικά)α,. 

Υπακολουθία πραγματικών αριθμών: Ἔστω (αι) μία ακολουθία. Έστω 
επίσης φ: ὁ -»ὸ µία γνησίως αύξουσα ακολουθία φυσικών. Συµβολικά 
ὁὀσκ--'-Σϕίά)--μι. Τότε η ακολουθία (α,,) λέγεται υπακολουθία της 
(αι). Πιο απλά, µια υπακολουθία της (αι) είναι µια ακολουθία της 
μορφής (αμ .άῃ,»....α. αρ |...) όπου η «Κος... «Κητς... 
Οριακός αριθµός ακολουθίας ἕ ε ὃ : Έτσι λέγεται ένα στοιχείο του ὃ, 
όταν σε κάθε περιοχή του, υπάρχουν άπειροι όροι της ακολουθίας. Δηλ. 
το 6 είναι σ.σ. του συνόλου τιµών τῶν όρων της (αι). 

Η έννοια του “τελικά”; Χρησιμοποιούμε την έννοια του “τελικά”, όταν 
μία ιδιότητα (ή πρόταση) ισχύει (ή είναι αληθής) Υπ » πρ, όπου πρ ένας 
συγκεκριμένος φυσικός. 


Φραγμένη ακολουθία (α͵) » Ἀφιώεδ:φσα,σθ,νμεὸ. 


Άνω φραγμένη ακολουθία (α,)-»3ΦεἥὯ:α, «φΦ, ΝΠΕΝ. 
Κάτω φραγμένη ακολουθία (α,) 5» Πφεὂτφσα,. σπεὸ. 
Απολύτως φραγμένη ακολουθία (α,) 9 30 εδ᾽ ]α, κ0, ση εὸ. 
Συγκλίνουσα ακολουθία (α,) στον 


αεὸ «»(σε»0, 3πρ εὸ;α, -αἰκε, ὑπ» πρ) 


: Αποκλίνουσα ακολουθία (α,): Όταν δεν είναι συγκλίνουσα. 


Συγκλίνουσα στο -Γοο ακολουθία(α͵) Ξ» (νε » 0, 3πρ:α, »ε, ὕπ»πρ). 


: δυγκλίνουσα στο --οο ακολουθία (αι) «» (σε 50, 3πρ:α, «-εὔη»πῃ). 


: Άνω όριο (πος σερονίον) µιας ακολουθίας (αι): Αν (αι) φραγμένη 


ακολουθία, θέτουµμε ῥ, -ουρία,,α,....]. Τότε ορίζουμε και 
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Οις: 


συμβολίζουμε ως άνω όριο (Ππιος 5ΠΡΘΓΟΓ) το: 


Ιίπια, --[πιδυρα, --1πξ β, - [ος 51Ρ οι) «Με άλλη διατύπωση, το πια, 
ώ π. κχή 


είναι ο μεγαλύτερος πραγματικός οριακός αριθµός της α,. 


- Κάτω όριο ({1πιἑε5 ἱπ[ονίον) µιας ακολουθίας (α,): Αν (α,͵) φραγµένη, 


θέτουμε γ, Ξἵπεία,, αμ... Τότε ορίζουμε και συμβολίζουμε ὡς κάτω 

όριο ([1π165 {η{ετίοτ) πια, -- {πιίηγα, --5υργ, Ξ [ον [1 α ;) . Με άλλη 
π Ή Ἡ 2Η 

διατύπωση, το Ἠππα, είναι ο μικρότερος πραγματικός οριακός αριθµός 

της α,. 

Βασική (ή ακολουθία Οανε]ιγ)! Ἡ ακολουθία (αι). είναι βασική, αν 


ψε»θ 3πρεὸ:]α, -α, |κε, Ὅπ,πι» Πρ. 


ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ-ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ. 


Πι: 


Τις: 
ΤΠ: 


Μοναδικότητα του ορίου ακολουθίας: Όταν µία ακολουθία συγκλίνει, το 
όριο είναι μοναδικό. 

Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι φραγμένη. 

Κάθε μονότονη και φραγμένη ακολουθία συγκλίνει. 

Κάθε ακολουθία πραγματικών, περιέχει μονότονη υπακολουθία. 
ΒοΙζαπο--Η/οἰογδίναςς: Κάθε φραγµένη ακολουθία πραγματικών αριθμών, 
περιέχει συγκλίνουσα υπακολουθία. 

Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι βασική και αντιστρόφως. 


Κάθε βασική ακολουθία είναι φραγμένη. 
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3. ΣΕΙΡΕΣ 
ΟΡΙΣΜΟΙ 


Οι: Σειρά: Έστω (αι) μία ακολουθία. Θέτουμε 
Π οο 

δ, Ξαι αρ Έ' Ἔαξ Σια. . Το σύμβολο Σα, είναι η σειρά µε π- 
Κ-1 ης] 


οστό όρο τον α, και Π-οστό µερικό άθροισµατο 5,. 


Ο2: Συγκλίνουσα σειρά: Όταν 3 [π| 5, εὖ. 
Π-» Του 


Ο:: Άθροισμα σειράς: Σα, - πι 5,. 
ηΞΙ 


π-»ή-οο 
Ο Αποκλίνουσα σειρά: Όταν δεν είναι συγκλίνουσα. 


Ο:: Συγκλίνουσα στο 1-60 ή --οο σειρά: Όταν Ίπι 5, Ξ-οο ή --οο. 
Π-»-ο0 


οο 
Ος: Συγκλίνουσα απόλυτα σειρά: Η σειρά Σ)α, συγκλίνει απόλυτα, όταν η 


ηΞΙ 
0ο 
σειρά Σα, | συγκλίνει. 
ΠΞΙ 


Ο:. Συνέλιξη ή γινόμενο κατά (31Ε1Υ δύο ακολουθιών (α,) (Ρ,). Είναι η 


ακολουθία (γ,):γ, -α,βϱ αι ιβι 1-::-αρβ,. 


ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΚΥΡΙΟΤΕΡΑ ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΣΥΓΚΛΙΣΗΣ ΣΕΙΡΩΝ 


Πι Ανη Σα, συγκλίνει η ακολουθία των μερικών αθροισµάτων της είναι 
η-0 


φραγμένη. 
Πο: Ανη Σα, συγκλίνει, τότε α, -» 0. 
η-0 


Π:: Κριτήριο φράγµατος: Αν α, ακολουθία µη αρνητικών όρων, τότε η 


ο0 
σειρά Σα, συγκλίνει, αν και μόνο αν η 5, είναι άνω φραγμένη. 
1-0 


Πα: Κριτήριο (αμου: Ἡ σειρά Σα, συγκλίνει, αν και μόνο αν, 
η-0 


Ψε»0, 3πρεὸ!α,ι τα,,2 Ε-::α, |{ε Υπ» »Πῃ. 
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Π: 


Τις: 


ΤΠ: 


Τα: 


Πο: 


Αν η σειρά Σα, συγκλίνει απόλυτα και η (ῥΡ,) είναι φραγμένη, τότε η 
η-0 


0ο 
Σαβ, συγκλίνει απόλυτα. 
η-0 


Κριτήριο [Γοἰδπῖίτ: Αν η (αι) είναι φθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών 
όρων. και α, -»0 τότεη σειρά Σ(-1}”"!α, συγκλίνει. 

ηΞΙ 
Κριτήριο ΒἱγοΠ]ο: Αν Ἁ{(αι). (Αη) δύο ακολουθίες ώστε 


[αι τα} Ε:::{α,|ἑΜ, Ὑπεὸ η (β,) είναι φθίνουσα ακολουθία µη 


οο 
αρνητικών όρων και ῥ, -» 0. Τότεη σειρά Σα, β, συγκλίνει. 
η-0 


Κριτήριο ΑΡε] (πόρισμα προηγούμενου): Αν η σειρά Σα, συγκλίνει και 
(01) είναι φθίνουσα ακολουθία µη αρνητικών όρων, τότε η σειρά 
Σα, Α, συγκλίνει. 

Κριτήριο Σύγκρισης: Αν 0«α, ςβ, υπ εὸ, τότε: 


( Ανη Σ β, συγκλίνει και η Σα, συγκλίνει 


η-0 η-0 


ο0 οο 
(1) Ανη Σα, αποκλίνεικαιη ΣΡ, αποκλίνει. 
η-0 η-0 


Πιο: Κριτήριο ρίζας του (αμεΠ}: Αν (αι) ακολουθία και [πα ία, Ξρ, 


τότε: 


(} θΞξρς1τότεη σειρά Σα, συγκλίνει απόλυτα 
η-0 


(1) ρ 21 τότεη σειρά αποκλίνει 


(11) ρΞ1 δεν αποφαίνεται το κριτήριο. 


Πτι: Κριτήριο λόγου ἆ᾿4Ιεβενί: Έστω (α,) ακολουθία µε α, «0 Υπε δ᾽. Αν 


ΚΣ 


α 


α ; 
η) και θ--1π1 
α 


Ί 


ρ-|1π τότε: 


[η 


( ΟΞ«ρς«1Ι,τότεη σειρά Σα, συγκλίνει 
η-0 
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οο 
(1) 0Θ321.,τότεη σειρά 4, αποκλίνει. 
η-0 


Πιο: Αν (α,), (β») ακολουθίες τότε: 


() Αν [η ο] «-οοκαιη ΣΡ, συγκλίνει τότεη Σα, συγκλίνει 
η-0 η-0 


η Ξ 


(1) Αν ως αεῚ Σ0 καιη ΣΡ, αποκλίνειτότεη Σα, αποκλίνει. 


{ η-0 η-0 


Πα: Κριτήριο συµπύκνωσης Οαιοίιγ: Αν η (αι) είναι φθίνουσα ακολουθία 


ο0 
µη αρνητικών όρων, τότε η σειρά Σα, συγκλίνει αν και μόνο αν συγκλίνει 
πΞθ 


η σειρά 22 θα. 


η-0 


οο οο 
Πα: Μείογης: Αν οι σειρές Σ-α,. ΣΡ, συγκλίνουν και μία εκ των δύο 
η-0 η-0 


απολύτως, τότε αν (γ,) η συνέλιξη των (αι). (β») η Σγ, συγκλίνει και 
η-0 


θη--μ.ανξρς 
πΞθ η-0 πΞθ 


Πις: 4Ρε: Αν οι σειρές Σ-α,, ΣΡ,» Σγ, συγκλίνουν και η (γι) είναι η 
η-0 


ΊΞΘ η-0 


συνέλιξη των (αι). (Αι) τότε Σγ, Σαμ: Σ,β,. 
ΞΘ η-0 η-0 


4.ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

ΟΡΙΣΜΟΙ 

Οι: ἀιμελής σχέση Κὶ από το 4 στο Β: Είναι ένα υποσύνολο του καρτεσιανού 
γινομένου Αχ ΩΒ. 

Ο:: Συνάρτηση: Μια διµελής σχέση {Γς ΧΧΥ από το ἅ στο Υ καὶ η οποία 
συμβολίζεται {: Χ -»Υ. γιατη οποία χε Χ, υπάρχει μοναδικό νεΥ 
ώστε (α,γ)λε{[. 

Ο:: Πεδίο ορισμού συνάρτησης: Το ΧΙΞ Ὀ (4) του προηγούμενου ορισμού. 

Ο Πεδίο τιιών συνάρτησης: Κί[) ή [(1)-{νεΥ:ΗχεΧ:γ- /{ία). 
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Ος: Συνάρτησῃ επί: Όταν {Γ:Χ-»Υ. αν {Γ)ΞΥ ή νε, 
χΕεΧ:.γΞ {(α). 

Ος: Συνάρτηση 1-1: Αν ΤΝ »Υ και χι»χ.6Χ και 
χιλ} 5» (αι) 5/1) ἡ ισοδυνάµως /(αι) Ξ /(κ1) 5» χι Ξχ2. 

Ο: Σύνθεση συναρτήσεων ρο[: Αν [:1Χ-»Υ και σ:Υ-»2 δύο 
συναρτήσεις (ώστε το πεδίο ορισμού Υ της σ περιέχει το σύνολο τιμών 
Ι(Χ) της ΛΑ. Η σύνθεση της [ µε την σ είναι η συνάρτηση 
(ἑο}}:Χ-»Ζ µε(εοῃ)-- α(/(), νχεΧ. 

Οε: Αύζουσα συνάρτηση Αν σχ,νεΧ, χ«γ-»/[ί(α)ς Ον). 

Οο: Γνησίως αύξουσα συνάρτηση Αν ὗχ,νεΧ, χ«γ-»[ί(α)ς (ν). 

Οιο: Φθίνουσα συνάρτηση [ Αν ὗχ,νεΧ,χε«ν-» [()5 (ν). 

Οι: Γνησίως φθίνουσα συνάρτηση [ Αν ὕχ,νε Χ, χ«ν-»[()» /(ν). 

Οι: Μονότονη συνάρτηση [ Αν είναι αύξουσα ή φθίνουσα. 

Οι: Γνησίως μονότονη συνάρτηση {; Αν είναι γν. αύξουσα ή γν. φθίνουσα. 

Οἱ: Άνω φραγμένη συνάρτηση { Αν το σύνολο τιµών της { είναι άνω 
φραγµένο σύνολο. 

Οιἱ:: Κάτω φραγµμένη συνάρτηση { Αν το σύνολο τιµών της { είναι κάτω 
φραγµένο σύνολο. 

Οις Φρα)μένη συνάρτηση {; Αν είναι άνω και κάτω φραγµένη. 

ΟΙ7: Αντίστροφη συνάρτηση {Γ΄ της [: Αν Γ:Χ-»Υ εἰναι 1--1 τότε 
ορίζεται η αντίστροφη συνάρτηση {Γ΄ της {. ΕΤ. : {(α)-» Χ µε τον 
κανόνα Γ (γ)-ας» Γ()- ν. 

Οἱ: Άρτια συνάρτηση: Αν Γ[:Χ-»Υ και (χε λΧ)-»(χελΧ) και 
;ο)Ξ /ί-χ)). 

Οιο: Περιττή συνάρτηση [: Αν [:Χ-»Υ και (χεΧ)-»ί(-χελ και 
{5ς)--/(4)). 

020: Περιοδική συνάρτηση εν. Αν 7: »Υ και 
.Τ»0:(αεΧ)-»ρί(χ1Τε Χχ και [()1Τ}- (1). 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

Πι Αν {: Χ-» ὂ γνησίως μονότονη συνάρτηση τότε 
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(}) Ὑπάρχει η αντίστροφη γ΄: /(Χ)-» Β 
(1) Η γ᾿! είναι γν. αύξουσα αν και μόνο αν η / γν. αύξουσα. 


(11489) Η γ᾿! είναι γν. φθίνουσα αν και μόνο αν η / γν. φθίνουσα. 


5.ΟΡΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
ΟΡΙΣΜΟΙ 
Οἱ: Πεπερασµένο όριο συνάρτησης: Λέμε ότιγια χ-» αρ (1-:Χρ,χρεθ)η 


συνάρτηση {(α) -» | ε ὃ και συμβολίζουμε 1πι {(χ) Ξ 1, όταν 
χ-}λχῃ 


νε»θ,3δ»0 (δ-δ(ο.ε)}:αν χε Χ και θ«χ-αικδσ γ(α)-ἰ|κε. 


Ο αριθµός Ι, λέγεται όριο της {(α) καθώς χ -» Χρ. 


Ο2: Γενικός ορισµός ορίου όταν χρ ε ὃ και | ε ὃ: Αν χι) εὖ είναισ.σ. του 
Ρ(/). τότε το | ε ὃ είναι όριο της συνάρτησης [:Ὀ(γ) -» ὃ όταν: Για 
κάθε περιοχή (’ του |, υπάρχει περιοχή /’ του χρ:ΥχΕΡ(ΠΩΥ, 
χελχρΞ»/ω)εῦ. 

Ο:: Ακολουθιακός ορισμός σύγκλισης: Λέμε ότι η συνάρτηση /Γέχει στο σ.σ. 
χρ του πεδίου ορισμού της όριο |, όταν και μόνο όταν Ν΄ ακολουθία χ, 
µε(α, ΕΡ(Τ, χ, “Χρ και αι, -» χρ) να έχω {Γίαι) -»1. 

Ο Απειροστή συνάρτηση: Ἡ συνάρτηση γξή{(α). χε 4, λέγεται 
απειροστή για χ -» Χρ, όταν Ππ1 1-0. 

χ-χρ 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

Πι: Αν µια συνάρτηση / έχει πεπερασμένο όριο όταν χ-» χο εὖ τότε η [ 
είναι φραγμένη σε περιοχή του αρ. 

Π;: Αν [11 !(} 16 ὃ”, τότε υπάρχει περιοχή του χρ» στην οποία η {(α) 

χ-»χ0 
διατηρεί το πρόσημο τοῦ ἰ. 
Πε Αν [πι Τ(ω)-!ἰεῦ, τότε Ἐπ |;Ω} | {(1οο|5-51οο και 


χ-}λῃ 


|-ο0|:-- 1ο0). 
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Π;: 


Π: 


Πς: 


Π; 


Ἱκανή και αναγκαία συνθήκη για ὑπαρξῃ πεπερασμένου ορίου: Αν 


χ-}1Χρ, χο σ.σ. του πεδίου ορισμού της {, τότε ικανή και αναγκαία 
συνθήκη . για να υπάρχει πεπερασμένο όριο στο αρ είναι: (νε20, 
υπάρχει περιοχή γ του Χρ: ΝΧΙ Χὸ Ε(Υ ία) 4-5» 
(αι) -{α1)λκε. 
Αν Γ(α)ς σί(α)ς {ο(α) στη περιοχή του Χρ, με χρ σ.σ. του κοινού 
συνόλου ορισμού τους 4, και υπάρχουν τα όρια Ππι Π(χ), Ππι {ο(1). 
χ-ὸχρ χ-}1χ0 
και είναι ίσα, με α, τότε 1π1 ρ(χ) -α. 
χ-}λχῃ 

Αν για χ-}1Χρ η γή) είναι απειροστή, τότε η συνάρτηση 

Ι : 
ο -Ὁὃ-οο,;αν [(4)-0 σεπεριοχή του αρ. 


σα) 


Απειροστή επί φραγµένη δίνει απειροστή. 


6. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
ΟΡΙΣΜΟΙ: 


Οι: 


Οχ 


Ου: 


Οἱ 


Ος: 


Ος 


Συνεχής συνάρτηση : Έστω Χε και {Γ:Χ-»Κ µια πραγματική 


συνάρτηση και αρελ , τότε η Γείναι συνεχής στοαι. αν νεΣθ 
3δ 20 ὧστε αν χΕΧ και χ-χο[κδ-» |) - {(αρ)«ε. 
Συνεχής συνάρτηση [, στο ΧιεΧ και αρ σ.σ. του Χ: Όταν υπάρχει το 


Ἠπι /(α) και Μπι /(χ) - Γαο0). 


Ακολουθιακός ορισμός του ορίου: Η [ συνεχής στο χ) εΧ όταν για 


κάθε ακολουθία (α,), ΝΜε χ, -» 1} 5 αι) -» (αμ). 


Συνεχής επέκταση τής συνάρτησης : Έστω Χς}γκαι {:Χ-»Ν.Η 


συνάρτηση σ:Υ -»Τ. είναι µία επέκταση της { στο Υ αν 
δ(α)- ία) νχεΧ 


Περιορισµός συνάρτησης : Στον προηγούμενο ορισμό, η Γ είναι ο 


περιορισμός της 6 στο Χ και συμβολίζουμε /6ιΧ 
Συνεχής συνάρτηση: Όταν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του πεδίου 


ορισμού της. 
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Ο7: Ομοιόµορφα συνεχής συνάρτηση: Έστω [:4-»0. ΗΚ εἰναι 
ομοιόμορφα συνεχής στο βαν νε20 3δ 320 (που εξαρτάται μόνο από 
τοε)ώστεαν χ,γεάακαι]χ- γ «δι {()- 0) «ε. 

Ο:: Συνθήκη Ι.ἱροολίέσ για συνάρτηση: Θα λέμε ότιη [: 4-» 0 ικανοποιεί 
την συνθήκη ΓὨροςΠιίΖ με σταθερά κ όταν 
3κ20: }(χ)-}(ν)!ἑΚ|χ-γ|, να γεάᾶ. 

Οο: Συνάρτηση συστολής: Αν [: 4-» ὃ καιη { ικανοποιεί την συνθήκη 
του ΓΙρ5εΠΙίΖ γιαθ«Κ «1 .τότελέγεται συνάρτηση συστολής. 

Οιο: Αιρόμενη ασυνέχεια ή ἄρσιμη ασυνέχεια ή υπό ἄρσιν ασυνέχεια ή 
ασυνέχεια α΄ είδους: Όταν μπι /Γ(6)Ξ πι Γ(α) {(αρ). 

χ-»χῤ χ-»χρ 

Οι: Ασυνέχεια β΄ είδους στο χρ: Όταν μπα. ͵ο) πι }(χ). 

χ-»χῤ χ-»χ5 

Οι: Πήδημα συνάρτησης σε σηµείο χρ: Είναι ο αριθµός 
πηδ[ Ξ Γη 7ο) μ΄. Γ0)80. 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ: 

Πι: Έστω συνάρτηση {:4-»ὀ. Τότε ισχύουν: Αν Γ συνεχής σε σηµείο 
χρΕ.Χ, τότε είναι και τοπικά φραγμένη σε µια περιοχή του χῃ, δηλ. 
3δ20 και Μ2Σθώστε|/{α)«κΜ .,Υυχε(ῃ-δ,χ͵1-δ)ωΧ. 

Πο: Αν Γ:Χ-»] συνεχής στο χῃ και σ:Χ -» συνεχής στο αρ τότε και 
οι συναρτήσεις Γ5σ,/.:ᾳ, . είναι συνεχείς στο αρ (σ(αρ) 0). 

Π:: Αν Γ:Χ-ὂΥ και ϱ:.Υ -»] είναι συνεχείς συναρτήσεις στο αιεΧ., 
τότε και η σύνθεσή τους ϱο/:ἄ -»ΊΤ. είναι συνεχής στο αρ. 

Π:. Αν [:[α, β]-» ΙΚὶ συνεχής, τότε η { είναι: 


(}). ὩΦραγμένη 
(1) Ομοιόµορφα συνεχής 
(119). Λαμβάνει μέγιστη και ελάχιστη τιμή. 
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Θς: Ῥοἰονσήα5ς: Μια συνάρτηση {(α) συνεχής στο φραγµένο και κλειστό 
[α, Ρ] παίρνει μέγιστη και ελάχιστη τιµή στο [α,β]. 

Θς: Βοίταπο;: Αν [7[α,Ρ]-» είναι συνεχής και {Γ(α): {(β) «0. τότε 
Ἅχι ε(α. /): Γ(αι)Ξ0. 

Θ1: Θεώρημα ενδιάμεσων τιμών: Αν [(χ) συνεχής στο [α,β] και 
Τα) {() για χ,γε[α,β]. τότεη { παίρνει όλες τις ενδιάμεσες τιµές 
μεταξύτων {(α). Γ(ν) για τιµές του [α, Ρ]. 

Πε: Ανη { είναι µη σταθερή και συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα 4. τότε 
το (4) είναι διάστηµα. 

Πο: Αν [:4-»0 καιη [ μονότονη και /(4) διάστηµα, τότε η { είναι 
συνεχής στο 4. 

Πιο: Αν {:Ὁὃ -» , τα παρακάτω είναι ισοδύναμα: 

(ὉΠ Η { συνεχής στο ὃ 

(1) Η αντίστροφη εικόνα τυχαίου κλειστού υποσυνόλου του ὃ είναι 
κλειστό στο ὃ. 

(1) Η αντίστροφη εικόνα τυχαίου ανοικτού υποσυνόλου του ὃ είναι 
ανοικτό στο ὃ. 

Πμ: Έστω {:Δ-»ὤΝ μια 1-1 και συνεχής συνάρτηση στο Δ (Δ:-διάστημα 
του Ἐ). Τότε η { είναι γνησίως μονότονη και η Γ΄: Γ(Δ)-»Ε. είναι 
συνεχής. 

7. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
ΟΡΙΣΜΟΙ: 
Οι: Παραγωγίσιµη συνάρτηση σε σημείο χρ: Αν η συνάρτηση {Γ:4-»Κ. 


Α είναι ανοικτό ή κλειστό υποσύνολο του  . αιεά καισ.σ. τοῦ 4, 


ξ χ)-- [ία 
τότε αν το Ππι ουσ 
αρα. Χ-- Χρ 


υπάρχει, η Γ λέγεται παραγωγίσιµη στο 


Χρ. 
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Ου: 


Ος: 


ος: 


Ο7: 


Ος: 


Παράγωγος στο Χρ: Λέγεται ο αριθµός (αρ) μα 20) 14ο) 
χ-}λῃ χ-- Χρ 


Λαο ή) Το). 
ᾗ 


εφόσον φυσικά υπάρχει το |1π1 
1-0 


Συμμετρική παράγωγος της [στο αρ: Είναι ο αριθµός 


Γρ τή) - (ας -- ) 
2} 


(κο) Ἑ μπι «Εφόσον υπάρχει. 


Αριστερή παράγωγος στο χρ: Ο αριθµός 


Τοπ}: ο} 1π“ 4ο) - αι) , εφόσον υπάρχει. 
χ-}χ0. χιτ Χρ 
4εξιά παράγωγος στο ο ο αριθµός 


ο ο ος ος 


-λχῃ Ἆ-- Χρ 
Παράγωγος συνάρτηση: Αν {Γ:Χ-»]λ και Ας Χ τοσύνολοπουη { 


είναι παραγωγίσιµη, τότε η συνάρτηση 


Ῥ:4-»0:;:[ρ}Ξ "1 εχει ' ο ον . ΨχΕ4 λέγεται παράγωγος 
-» 


συνάρτηση της {. 

Αναλόγως ορίζονται παράγωγοι ανωτέρα τάξης µέσω αναδρομικότητας 
70) - Γ())’ κ.ο.κ. 

/5π(χ) Ξ[γ5ΡΩ}υχ σε κατάλληλο σύνολο που η {ΓΙ είναι 


παραγωγίσιµη. 
άιαφορικό της [ στο χ, µε αύξηση ἠ: Αν [:Χ-»Ν . Ας Χ και 


είναι παραγωγίσιµη για νχεάς Χ, τότε η συνάρτηση 4: 4χὸ -»0 

με αγ) -- Γή. χεά, πεῦ, λέγεται διαφορικό της Γ στο χ, 
µε αύξηση ᾖ. 

Γενικός ορισμός ασύμπτωτης: Μία ευθεία (ε) λέγεται ασύμπτωτη της 
γραφικής παράστασης της {. αν και µόνο αν η απόσταση του Μ (που 
ανήκει στο γράφημα της [) από την ευθεία (ε) τείνει στο 0, όταν το Μ 


απομακρύνεται από την αρχή των αξόνων. 
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Οο: 


Οιο: 


Κατακόρυφῃ ασύμπτωτη: Η ευθεία χ-α λέγεται κατακόρυφη 
ασύμπτωτη της συνάρτησης {Γ, αν και µόνο αν συμβαίνει ένα 
τουλάχιστον από τα επόμενα: 


{π1 [(χ) Ξ -οο ή μπι Γ)- -οο ή πι Γ()- 1ο0 ή πι /(χ) Ξ -οο. 


χ-λα χ-λα 


Πλάγια ασύμπτωτη: Η ευθεία ν -- λαχ-- µ λέγεται πλάγια ασύμπτωτη της 
γραφικής παράστασης της συνάρτησης {., αν και μόνο αν συμβαίνει ένα 


τουλάχιστον από τα παρακάτω: {πι(γ(χ)-λχ-μ)-Οο ή 
χ-}-οο 


Ππι ({(χ) - λκ-- μ) --0. Από τον ορισμό προκύπτει ότι όταν υπάρχουν 
χ-λήοο 


- ; ς ᾿ χ 
τα }, µ δίνονται από τους τύπους  -- Πτι ος. 
χ-}1οο Χχ 


µ- ἴπι (3) λμ). 


ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 


Πι: 


Πο: 


ΤΠ: 


Τα: 


Τις: 


Έστω α«βκαι Γ:(α,β) -» ΚΚ παραγωγίσιµη στο χγ, ε(α.,β).Τότε η { 


είναι συνεχής στο αρ. 

Η παράγωγος συνάρτησης σε σημείο χρ όταν υπάρχει, είναι μοναδική. 
Θεώρημα Κος: Έστω γ:[α,β]-»ϱ0 συνεχής στο [α,β] και 
παραγωγίσιµη στο (α,β) και {(α) -- {Γ(β). Τότε, υπάρχει τουλάχιστον 
ένα χρ Ε(α,β): Γ (αρ)Ξ0. 

Πόρισμα Θ.ΕΟ|16.Αν {:[α, β]-» ὃ συνεχής στο [α,β] µε [(α) -0 και 
παραγωγίσιµη στο (α,β) µε [5:0 νυχεί(α,β), τότε [(α) 50, 
νχε[α,Ρ] 

Μία [Ιδιότητα που έχει συνάρτηση σε σημείο χρ, μεταφέρεται σε 


διάστηµα που περιέχει το σημείο: 


Έστω /:[α,Ρ]-» ὃ καιη { παραγωγίσιµη στο αρ ε(α, β). Τότε: 


() Αν /Γ(αρ)20, υπάρχει ὃ 20: (4) Σ Γίαρ). Ὁχ Ε(χο»χο ὃ) και 
{ας /(αο)» Υχ εί(αρ -ὅ,χρ) 
(1) Αν {Γ(α) «0, υπάρχει ὃ 20: {(1) 5 /ίαο), νΥχε(αρ --δ,αρ) και 


ας /(χο)» να Ε(αρ,ὰρ Τὸ). 
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Πε; Βαγροµκ: Αν µια συνάρτηση είναι παραγωγίσιμη στο [α.ῤ] µε 
ΤΊα) 5: Γ (6). τότε η ᾖ{ παίρνει όλες τις τιµές μεταξύ τῶν 
;ἴα), 7 τ6)» στο διάστηµα (α, β). 

Θς Θεώρημα Μέσης Τιμής (Π.αργαηρο): Έστω {:[α, β]--» ὃΟ συνεχής στο 
[α,.Ρ] και παραγωγίσιµη στο (α,β). Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον 
αρ ε(α.β): /(β)- {(α)Ξ(β- α)/αο). 

Π;: Αν {Γ:[α.β]-» ὃ είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα 4, τότε 
() Η {Γ αύξουσα στο 4. αν καιµόνοαν, /{(α)20,νχεά 
(1 Ἡ {Γ φθίνουσα στο 4, αν καιµόνοαν, {Γ (9 «0, νχεά. 

Πε Αν /-[α,Ρ]-»0 είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα 4. τότε αν 
Γ«920, νχεά, η { εἰναι γνησίως αύξουσα (ανάλογη πρόταση, αν 
ΤΏ) «θ.η { είναιγν. φθίνουσα). 

(ο: Θεώρημα Μέσης Τιμής (αμο: Ἔστω [, 6 δύο συναρτήσεις συνεχείς 
στο [α,Ρ] και παραγωγίσιµες στο (α,β) µε σ΄’΄α)-0. σχεία, β). Τότε 
τε, ε(α,β): «(8-2 ίσο). 

ε(β)-8ία) 8ο) 
Πιο: Κανόνες Ι,᾽ Ηοςρἱία[ 
Ι.. Αν οι συναρτήσεις {, 6 εἰναι: 
(} συνεχείς στο [αρ -ἠ, αρ 1-Π], ἡ» 0 
(1). παραγωγίσιµες στο [αρ -- ἦ, Χρ Εν {Χρ} 
(18 ισχύει / (αν) - εαν) -0 
ο σας 
α-δαρ 6 (1) 
Τότε πι 8 | 
το βία) --λ 


2. Αν οι συναρτήσεις {, ο είναι 


(} παραγωγίσιµες στο [αρ -- Π,Χρ 1 Π]ν {χο}, 20 
(1). [πι γ(χ)-0, ἵ1π1 ρ(χ) -0 
χ-}λῃ χ-}λῃ 


(Π} ρα) 0, νχε[αρ-ὖ,αρ 1 Π]ν {Χο} 
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Πτι: 


οεας---εδ-.πν)-) 
χ-λχῃ σ’ χ) χ-}χ0 σ(α) 


3. Αν οι συναρτήσεις {, σ εἰναι: 
() συνεχείς στο διάστηµα [αρ - ᾖ,χρ 1- η], ;» 0 
(1). παραγωγίσιµες στο [αρ -ἠ,χρ Εν {Χο} 


(1) ισχύει [ΠΠ { (1) Ξ 100 ή --οο, ΠΠ ο(χ) -Ξ 1ο0 ή --οο 
χ-»χρ χ-}λχ0 


θα - ολ 
χ-20 Θ(Χ 


-λεῦ. 


/α) 
Θ(χ) - λ 


Τότε |1π1 
4. Αν οι συναρτήσεις {, 6 είναι: 
() παραγωγίσιµες στο [αρ -ἠ,χρ Επ] {Χο} 
(1). {πὶ Γ(α) - 1ο0 ή --οο, πι ρ(χ) - 160 ή --οὉ 
χ-}χ0 χ-}χῃ 


(189) σ(χ)-0, ὕχΕ[χρ-ἦ,χρ 1 Π]ν{χρ}. 


Τότε ισχύει: [πι {9 -λεῦ-» πι δαν 
χ-»20 ο (αχ) κ-δαρ σα) 


ΓΕ εγηιαί: Αν η { είναι ορισμένη στο (α,β). αν στο αρ ε(α.β) έχουμε 


ακρότατο καιαν η / είναι παραγωγίσιµη στο (α, β), τότε { (α)Ξ0. 


: Τοσίτης α παραγώγου για "ιαΧ καὶ ΜΗΙΠ: Αν η συνάρτηση { είναι: 


1. Συνεχής στο αρ 

2. Με ή χωρίς παράγωγο στο αρ, αλλά 

3. Παραγωγίσιµη στα διαστήματα (αρ -- ᾖ, αρ). (αρ,αρ 1) και 

Αν {Γ (9 50, νχε(αρ--ᾖ,αρ) και γα) «0, σαχ ε(αρ,αρΓᾖ) τότεη { 
παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο αρ ή 

Αν Γ (9) «θ, νχε(αρ-ᾖ,αρ) και γα)» 0, νχε(αρ.,αχρΓἠ) τότεη { 


παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο αρ. 


: Τοδτης β’ παραγώγου για πιαχ και πιἰη: Αν για τη συνάρτηση /Γ ισχύει 


ότι; 


1. Υπάρχει η πρώτη παράγωγος της Ὁχ ε(αρ--ᾖ,αρ 1- 1) 
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2. /Γ{αΞ0 

3. Ὑπάρχειη Γ’(αρ). τότε: 

α. Αν Γ΄ (κ) 20 η | παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο αρ 

β.Αν {Γ”(α) «0 η /Γ παρουσιάζει τοπικό μέγιστο στο αρ 

γ. Αν /Γ’"()Ξ0 τότε βρίσκουμε την πρώτη µη μηδενιζόµενη παράγωγο 
{α0) 0. 

Αν η περιττός τότε δεν έχουµε ακρότατο στο αρ. 


Αν η άρτιος και {΄"(χρ}» 0, έχω ελάχιστο. Αν [΄}(χρ) «0, μέγιστο. 


: Ανη Γ:4-»λὸ τόὀενα,βεάµεα«βκαια-«κςβ έχω 


7α)- ία) 14) 14) 
χ-α β-α 


«(Για κοίλες ισχύει η αντίστροφη 


7 κυρτή» 


ανισότητα). 


Έστω [:4-»0,η [ παραγωγίσιµη στα α,β ε 4 καιη { κυρτή, τότε 


ΤΊα)ς Γ(β). (Για κοίλη έχω αντίστροφη ανισότητα). 


: Αν γ:4-»0 καιη {Γ παραγωγίσιµη. Τότε αν η γ’ γν. αύξουσα στο 4, 


τότε η { είναι κυρτή συνάρτηση στο Δ. Αν η {Γ΄ γν. φθίνουσα στο 4, 


τότε η [ είναι κοίλη συνάρτηση στο 4. 


: σοπςοη) Αν η { κυρτή σε διάστηµα (α,β), τότε υχι,χ; ε(α,β) θα 


πποε. Γι) /(11) 


. και αντιστρόφως. (Για 
2 2 ρόφως. {( 


ισχύει η σχέση { | 


κοίλη έχω αντίστροφη ανισότητα). 


: Ανη Γ είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο 4--(α, ) 


1. Αν Γ (0920, υχε 4, τότε η {κυρτή στο Δ. 
2. Αν γ΄) «0, ὕχεΔ,τότεη [ κοίλη στο Δ. 


: Αναγκαία συνθήκη σημείου καμπής: Αν το Μ(αρ, Γ(αρ)) είναι σ.κ. της 


γραφικής παράστασης της { και η { είναι δύο φορές παραγωγίσιµη, 
τότε [’(αϱ)ΞΞ0. 


: ζκανή συνθήκη σημείου καμπής: Έστω {Γ:(α,.β)-»Ο και αρ ε(α,β). 


Αν η Γ” αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του χρ και υπάρχει εφαπτομένη 
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στη γραφική παράσταση της { στο (αμ. /(αϱ)) τότε στο αῃ έχω σημείο 


καμπής. 


8. ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 


ΟΡΙΣΜΟΙ: 


Οι: 


Οχ 


Ου: 


Ος 


Ο: 


Αρχική ή παράγουσα συνάρτησης 1 αντιπαράγωγος της Γ Έστω 
Γ14-»ὸ. Αν Ε:4-»ο εἰναι συνάρτηση τέτοια ώστε 
Γ΄ (4) Ξ (), ὕχε 4, τότε η Ε λέγεται μία αρχική ή μία παράγουσα της 
7 στο Δ. 

4Διαμέριση ενός διαστήματος “--|α.,Ρ]: Είναι ένα διατεταγμένο σύνολο 
ο η ο αι σημείων του 4. τέτοιων ώστε: 
α-χηἑχιεάχ»ς..-χ,-ῇβ. 

Λεπτότερη διαµέριση: Αν Ρ µία διαµέριση του [α,β]. και Ρ᾽ μία άλλη 
διαµέριση για την οποία ισχύει Ρα Ρ᾽, τότε η Ρ᾽ θα λέγεται λεπτότερη 
διαµέριση από την Ρ. 

Νο ή λεπτότητα διαµέρισης Ρ: Συμβολίζεται µε ||Ρ|! ἡ 4(Ρ) και 
ορίζεται ὡς || ΡΙΞ πιαΧήχι -- χρ»1» -ι»....Χ 


η 1} όπου χι, | - 0(1}η 


τα στοιχεία της διαµέρισης Ρ. 


Κάτω ἄθροισμα της ως προς διαµέριση Ρ: Αν [:[α.Ρ]-» ἵΈκαι { 


φραγμένη , συμβολίζουμε µε Ι(Τ,Κ), το διαβάζουμε «Κάτω άθροισμα 


της Γως προς ὁδιαµέριση Ρ» (Το Ι, από το “Ἴονυ”) και ορίζουμε 


1{},Β}- Σπ, -1; |), όπου πι, -ἰπεί/():ει «1«τὶ 
1-1 


Άνω ἄθροισμα τής [ ὠς προς διαµέριση Ρ: Αν [:[α,Ρ]-» και { 


φραγμένη , συμβολίζουμε µε ζ(/,Ρ), το διαβάζουμε «ἄνω άθροισμα 
της [ ὧς προς διαμέριση Ρ» (το Ὁ από το “Ὄρροτ”) και ορίζουμε 
Ὀ(/,Ρ})ΞΣΜ;( -1;ι)» όπου Μ, -ουρ{/(9: ει. σέςσ). 

[-] 


Άνω ολοκλήρωμα Κίεπιαπη: Αν [:[α,β]-» Ὁ και Γ φραγµένη, τότε 


β 
ως άνω ολοκλήρωμα ορίζουμε τον αριθµό [γ -ηἱ σ(.Ρ). 
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Ος: 


Οο: 


Κάτω ολοκλήρωμα Κίεπιαπη: Αν [:[α,β]-» ὃ και [ φραγμένη, τότε 
β 

ως κάτω ολοκλήρωμα ορίζουµε τον αριθµό [} -5υρ/(}.Ρ). 
α τν 


Συνάρτηση ολοκληρώσιμῃ κατά Κἰοπαπη: Αν [:[α,Ρ]-»0 


φραγμένη, τότε θα λέγεται ολοκληρωμένη κατά Κίεπιθππ αν και μόνο αν 


-ρ. 46 
''-" 


: Ολοκλήρωμα Κίεπιαπη: Η κοινή τιµή της (1) στον προηγούμενο ορισμό. 
- Ολοκλήρωμα Κίεπιαπη-δε[[ος: Έστω α«β, Ἠ:[α, β]--» ὃ, φραγμένη 


συνάρτηση. Έστω φ μία αύξουσα συνάρτηση φ:[α.ῤ]-»ὸ και 
Ρ-ἰα-ίγτης«..«ι1, - β} μία διαµέριση του [α,β]. Ορίζουµε ὡς 
Κάτω άθροισμα της [ ὠς προς τή συνάρτηση φ και τή διαμέριση Ρ τον 


αριθµό [{}.φ.Ρ) Ξ Σπι(φ(έ/) -- φίέ; |)). όπου τα πι, ορίζονται όπως στο 
1-1 


ολοκλήρωμα Β1οπιάπη. Ομοίως ορίζουμε 
Άνω άθροισμα τής [ ὠς προς τη συνάρτηση φ και τη διαμιέριση Ρ, τον 


αριθµό Ὁ --(}»φ,Ρ) - Σ,Μ;(φ(ί;) -- φ({; ι))., όπου τα ΛΜ; ορίζονται όπως 
[-] 


και στο ολοκλήρωμα ΕΙΘΠΙΑΠΗ. 


Κάτω ολοκλήρωμα Κἰέπιαηη-5Πε|{]ες είναι ο αριθµός 
πρ ΞδΗρ{{(1,ᾳΦ. 8): αὶ διαµέριση του [α,β] 
ΗΝ ολοκλήρωμα Κἰέπιαηη-5Πε|{]ες είναι ο αριθµός 
{νρ ΞΙΠΠ{Ο(1.Φ, Ρ}: Ρ διαµέριση του [α, β]} 


β 4 
Η Γ ολοκληρώσιµη κατά Κ--δ αν και µόνο αν [ {1φ -- | /φ η δε κοινή 


τιµή (όταν υπάρχει) λέγεται ολοκλήρωμα Καὶ 5 της [. 


- Κύμανση της [ ὡς προς τή διαµέριση Ρ: Αν {:[α,β]-» ὃ συνάρτηση 


και Ρ μία διαµέριση του [α,β] τότε η κύμανση της { ὧς προς τη 


διαμέριση Ρ είναι ο αριθµός Ψ(/.Ρ}--ΣῚ γ()--/(; ὐ)!. 
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: Ολική κύµανση της [ στο [α./]: Είναι ο αριθµός 


Ψ(ῃ--5αρ{/(/,Ρ): Ρ διαµέριση του [α, β}}. 


: δυνάρτηση φραγμένης κύμανσης: Όταν ]7( [Ὶ « 1οο. 


: Απόλυτα συνεχής συνάρτηση: Μία [:[α.β]-»0 λέγεται απόλυτα 


συνεχής στο [α./]. αν νε»σ0,3δ»0: αν 


(αι. βι)» (α.. β»)» (ας, βῃ)»....(α,. Ρα) ξένα ανά δύο ανοικτά 


υποδιαστήματα του [α. Ρ] και Σ(β,--α) « ὃ τότε 
1-1 


μμ ο 


: Μήκος συνάρτησης [ από το α έως το β: Αν [:[α, β]-» ὃ συνεχής 


συνάρτηση και Ρ µία διαµέριση του [α. ῥ] τότε ορίζουμε 


μ!.Ρ) - γε --(7 (ἐν --η)Σ --...:-(6, --1ς η). Ισχύει ότι 
0Ξ:Ρ(Ρ]Ξα}:Ρ}Ξι͵--6} ΡΕ). 2) 

Ως μήκος της [,, ορίζουμε το: μµ(1 -σαρίμ({,β): Ρ διαµέριση του 
[α,/]). 


: Η Γευθυγραμμµίσιµή στο [α,β]: Όταν μί [) «οσο. Από (τ) φαίνεται ότι 


όταν η [ είναι φραγμένης κύμανσης στο [α.ῤ] θα εἰναι και 


ευθυγραμμίσιµη σ᾽ αυτό. 


- Τοπικά ολοκληρώσιμη συνάρτηση: Μία συνάρτηση {:[α,β]-» 0ο θα 


λέγεται έτσι, αν είναι ολοκληρώσιμη σε κάθε κλειστό πεπερασμένο 


υποδιάστηµα του Δ. 


: Γενικευμένο ολοκλήρωμα από α έως «οσο: αν Γ:[α.-οο)-»ὸ µια 


τοπικά ολοκληρώσιμη συνάρτηση. Τότε ορίζουμε «ὡς γενικευμένο 


ολοκλήρωμα της { από το α έως το οσο Ως ακολούθως 


τρ (χ)άχ Ξ Ρο { !ω)άχ. 


Το β΄ μέλος µπορεί να είναι αριθµός πραγματικός, 1-ο0, -οο ή να µην 


συγκλίνει πουθενά το όριο. 
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Ο20: Γενικευμένο ολοκλήρωμα από --ο έως ῥ: Όπως και πριν αν 


β β 
Ττ(-οο, β] µια τοπικά ολοκληρώσιµη τότε [/Γ(α)άκ -- Ππι [/(α)άχ. 
α-}-50 


--οο 


: Γενικευμένο ολοκλήρωμα από --οο έως -Γοο; Αν Γ:0 -»ὃὂ µια τοπικά 


ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε 


ο ο | Γ(α)]άκ- ἴπι | Γρϑάχ ε ο. δρα. 
κ. επ Ἱ α-»-οο; ορ} 


οο 
: Πρωτεύουσα τιµή κατά (αμ) (6.Ρ.Υ:) του [ γ(χ)άχ: Εξορισμού 


--οο 


ο ο 


: Απόλυτη σύγκλιση γενικευµένου ολοκληρώματος: Αν [:[α;1ο0) -» ὃ 


οσο 
µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση, και [| {(α) | ἀχ «--οο, θα λέμε ότι 


α 
οο 
το [/(ω}άχ συγκλίνει απόλυτα (ή ότι η { είναι απόλυτα 
α 


ολοκληρώσιμη). 


οο 
: Σύγκλιση γεν. ολοκληρώματος υπό συνθήκη: Αν [γ(χ)άχ «150 και 


9ο 9ο 
[αχ Ξ-οο, τότε λέμε ότι το [ γ(χ)άχ συγκλίνει υπό συνθήκη (ή ότι 


η { είναι υπό συνθήκη ολοκληρώσιμη). 


: Αν /:(α.ῤ]-»0 µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε 


β λ 

[;ω)άχ - μπι [ Τ(χ)άχ. 

α 1-λα᾽ ἃ 

Αν ο:[α,β) -» ὃ επίσης µια τοπικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση, τότε 
β λ 

[ΓωάΞ πι [ γ(χ)άχ 

α 12β α 

Αν Π:(α,β]-»Ο µια τοπικά ολοκληρώσιμη συνάρτηση τότε 


Ρ Ρ 
Γ/ία)άν -- [άν ε | Γα)ά (α«}«β). 
α α γ 
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Πρωτεύουσα τιµή κατά (αμα) γεν. ολοκληρώματος β΄ είδους 


συνάρτησης Γ:(α.β) -» ὃ Των 


--οο 


β γ-ε β 
ΟΡ Γον δὴ [ αχ [ πο 


γε 


ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ: 


Πι: 


Πο: 


Θα: 


Θς: 


ῶς: 


Αν ΠῚ, Γ) δύο αρχικές συναρτήσεις της / τότε διαφέρουν κατά σταθερά. 
Αν ΠῚ αρχική της {Γ, τότε καιη ΕΕ ΞΕΚ6 µε 6 σταθερά, είναι 
αρχικήτης /. 
Αν για τις {.:4-» 0 υπάρχουν τα αόριστα ολοκληρώµατα στο 4. 
τότε υπάρχει και το αόριστο ολοκλήρωμα της συνάρτησης ει {1 1-6; /[2. με 
Οι, ο) σταθερές και ισχύει: 
[οι Γι (0) σ2 {ο (α)]άχ -- οι [ ;ιο)άχ τε, | {ο σϑάχ. 
Ολοκλήρωση µε αντικατάσταση: Αν Αα, Β δύο διαστήματα και 
Ρ:4-»0 µια συνεχής συνάρτηση και φ:Β -»0 μία παραγωγίσιμη 
συνάρτηση µε ΦΘ 50, νιεβ και έτσι ώστε Κίφ)ς 4 και 
α()- /ίφ(9):φΐ0. 16 Β, τότε [γ(α)άχ1ς-|(φ(θ)φ (θαι, όπου 
στο δεύτερο ολοκλήρωμα, µετά τον υπολογισμό του, επανερχόµεθα στην 
αρχική μεταβλητή θέτοντας { -- ϕ'(α). 
Παραγοντική ολοκλήρωση: Αν οι συναρτήσεις ᾖ{,5σ είναι 
παραγωγίσιµες σε ένα διάστηµα 4, και η συνάρτηση γ΄ ο έχει αόριστο 
ολοκλήρωμα στο 4, τότε και η [ο ρ’' έχει αόριστο ολοκλήρωμα στο 4 
και ισχύει: 

[7ο9:εχ)άχ- γ)εΏ)-!|/Ὀ)εσ)ά., χελ. 
Άνω και κάτω ολοκλήρωμα: Αν [:[α,β]-»0 µια φραγμένη 


συνάρτηση, τότε υπάρχει το κάτω και πάνω ολοκλήρωμα της { και 


Πχ «[ ;ω)άχ. 


[8 :--το 
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87: 


Θς; 


Θεώρημα ῬανΡοιιχ για άνω και κάτω ολοκλήρωμα: Αν Γ:[α,.ῇ]-»6ο 


β 
µια φραγμένη συνάρτηση, τότε νε»0, 3δ»0:0(Ρ,[}« [γ(ω)άχ -6 


β 
και Ι(Ρ, /) Σ [/Ε(άκ --ε για κάθε διαµέριση Ρ του [α. Ρ] µε || Ρ [κ δ. 


Κριτήριο ολοκληρωσιμότητας Κίθπιαπη (Μορφή Α΄) Μια φραγµένη 
συνάρτηση {:[α, Ρ]--» ὃ είναι ολοκληρώσιµη κατά ΒΙοπιαπη στο [α,β], 
αν και μόνο αν, νε»0, Πδ«0:0(Ρ, ἢ} -Ι{Ρ,}τε, ν διαμέριση Ρ µε 
|Ρ|«δ. 

Κριτήριο ολοκληρωσιμότητας Κίθπιαπη (Μορφή Β΄) Μια φραγμένη 
συνάρτηση ΓΚ:[α,Ρ]-» είναι ολοκληρώσιµη στο [α,β] αν και μόνο 
αν, νε»0., υπάρχει διαµέριση Ρ του [α,Ρ] για την οποία να ισχύει 


ζ(Ρ,ῃ}--1{Ρ,ῃ} «ε. 


: Ανη /:[α,Ρ]-» ὃ έχει πεπερασμένο αριθµό σημείων ασυνεχείας στο 


[α,Ρ] και είναι φραγμένη, τότε είναι ολοκληρώσιµη κατά ΕΙεπΙ8ΠηΏ στο 


[α,β]. 


: Αν Γτ[α.β]-»ὸ είναι µια μονότονη συνάρτηση, τότε αυτή είναι 


ολοκληρώσιµη κατά Κίεπιθπη στο [α,β]. 


: Γραμµικότητα του ολοκληρώματος ΚΙΟΠΙάΠΗ: Αν [:[α,.β]-»0ο και 


σ][α.ῇ]-ὸ ὃ ολοκληρώσιμες κατά ΕΙΕΠΙάΠΗ τότε και η κ:./Γλ:σ. 


κ.λεὂ είναι ολοκληρώσιµη στο [α. Ρ] και ισχύει: 


Ρ β β 
[[κ.}(α}}- 2. β(χ)]άχ - κ[ (α)άχ ελσ(α)ά.. 


: Αν /Γ,σ.[α,ῤ]-ὸ0 και εἶναι ολοκληρώσιµες, τότε ισχύουν τα 


παρακάτω: 


α. Αν {(α) 20, νχε[α, β] τότε {αάς 20 


β.Αν /(χ)Ξ σ(α), νχεἶ[α. ῥ] τότε ο κ πας 
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γ. Αν {(α)20,νχε[α.β] και υπάρχει εε[α,Ρ] µε {(0 20 καιη { 
β 
συνεχής στο ο, τότε {/(α)ᾶχ 20. 


δ. Αν {(α)ς σ(α), νχ ε[α, β] και υπάρχει εε[α,Ρ] στο οποίο οι {,5σ 


Ρ Ρ 
είναι συνεχείς και /(6) « β(ς) τότε [ γ(χ)άχ « [σ(α)ά.. 


: Αν /:[α,β]-» ὃ ολοκληρώσιμη, τότε και η | {| είναι ολοκληρώσιµη 


και ισχύει: 


ῤ 
[αλ 


Ρ 
κ[ι ιά. 


:Αν η Γ[α.Ρ]-»6 είναι ολοκληρώσιµη, τότε και η {Γ΄ είναι 


ολοκληρώσιμη. 


: Αν /Γ,στα.ῤ]-ὸ»ὸό ολοκληρώσιμες, τότε και η [-ο εἰναι 


ολοκληρώσιμη. 


: Έστω /:[α,Ρ]-» ὃ ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Αν Ε:[α,β]-»ὂ µε 


Ε(α)Ξ [/(θαϊ. τότε η Ε είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο χρ στο 


α 


οποίο η / είναι συνεχής και Ε΄ (αρ) Ξ /(αο). 


: Αν /:[α,;β]-»0ο εἰναι συνεχής στο [α,Ρ] και Ε:[α,β]-»ο µε 


Ε(α) - | Γ(0ά:. τότε 3 η ΡΕ’ και Ε΄ (3) Ξ {Γ(). υχε[α, ῥ]. 


: Θεμελιώδες θεώρημα του Απειροστικού Λογισμού: Έστω { μία 


συνεχής συνάρτηση στο [α,β]. Τότε µια συνάρτηση Ε:[α, β]-» ὃ 
ικανοποιεί τη σχέση ᾖ|[/(θα:- σ(α)- ία). αν και μόνο αν 


Ε΄) - Γ(), νχ ε[α,Ρ]. 


: Αν /[α,.Ρῤ]-»0 εἰναι ολοκληρώσιµη και στ[α.0]-»ὸ μια 


β 
οποιαδήποτε αρχική της /Γ. τότε [ γ(χ)άχ - σ(β)-- σ(α). 


: Πρώτο θεώρημα Μέσης Τιμής Ολοκληρωτικού Λογισμού: Έστω αν 


Τ, 5 δύο συναρτήσεις, τέτοιες ὥστε οι [:ρ και ο να είναι 


ολοκληρώσιµες στο [α,β]. Αν: 
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α.πις [()ςΜ, νχε[α,β] 


β. Η σ είναι σταθερού προσήμου στο [α,β]. δηλαδή οσ()320 ή 
β β 

β(χ)Ξ0, ὑχε[α,Ρ] τότε: 3η ε[πι,Μ]: [ γ(χ)σ(κ)άχ -π | σ(κ)άχ. Αν 

επιπλέον η κά είναι συνεχής, τότε 


β β 
Ἀχρ ε[α,β]:[/αλεαλάΞ Γ(αο)[ε(θάς. 


β 
Ως πόρισμα, για σ(χ) -! προκύπτει [| /(κ)άχ -”(β--α) και αν { 


/ 
συνεχής [/(χ)άχ - Γ(αο)β--α). 


22: ΑΔεύτερο Θεώρημα Μέσης Τιμής Ολοκληρωτικού Λογισμού: Έστω σαν 
Τ,στ[α. ϱ) -» ὃ γιατις οποίες ισχύει: 
α. Η { μονότονη στο [α,β] 
β.η σ ολοκληρώσιμη και σταθερού προσήμου στο [α.ῤ]. δηλαδή 
σ(α) 20 ή ρ(χ)Ξ0, νχε[α,ρ]. 


Τότε, υπάρχει χρ ε[α,β]: 


β αρ β 
[/ωεαάκ- Γ(α) [ε(α)άχ 1 /(Α)- | ε()άχ. 
α α ἕ 


Το θεώρημα γενικεύεται και όταν η σ είναι απλώς και μόνο 
ολοκληρώσιμη. 

Θ2:: Θεώρημα Βοππεῖ: Έστω σο:[α,β]-»  ολοκληρώσιµη στο [α,β] και 
σταθερού προσήμου. Τότε: 


() Ανη Γ είναι φθίνουσα και θετική, τότε 3χι ε[α,Ρ] 


β ν 
Γ/ω)ε()ά - /(α): | ε()άχ. 


(1) Ανη { αύξουσα και θετική, τότε Πχ» ε[α,β]: 


4 β 
[/ω)ε()άχ - /(β) [ε(π)άχ. 


Ομοίως το Θεώρημα γενικεύεται και όταν η ο είναι απλώς και µόνο 


ολοκληρώσιμη. 
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2 Ὁ νι) 


Ἢ; 


᾿ς ος 


ΠΙΝΑΚΑΣ ΕΠΕΞΗΓΗΣΗΣ ΣΥΜΒΟΛΩΝ 


:Το σύνολο τῶν Πραγματικών αριθμών. 

Το σύνολο τῶν ακεραίων αριθμών 

: σύνολο των Ρητών αριθμών 

Το σύνολο τῶν Φυσικών αριθμών 

:Το σύνολο τῶν θετικών µη μηδενικών στοιχείων του Α 


7Το σύνολο τῶν αρνητικών μη μηδενικών στοιχείων του 
Α 


'Άλεφ μηδέν 

'Η συνάρτηση [του χ 

:Η δεύτερη παράγωγος συνάρτηση της Γ 

-η- τάξεως παράγωγος συνάρτηση της Γ 

:Το σύνολο τιμών της συνάρτησης Γ 

:Η παράγωγος συνάρτηση της Γ 

:Το χ τείνει στο χο 

:Το χ τείνει στο πλην άπειρο 

:Το χ τείνει στο συν άπειρο 

:Η ακολουθία {ῃ τείνει στην Γ 

:Η ακολουθία Γι τείνει ομοιόμορφα στην Ε 

:Οι εικόνες του συνόλου Α µέσω της συνάρτησης Γ 
Αύξουσα συνάρτηση Ε 

(Φθίνουσα συνάρτηση Ε 

'Γνησίως αύξουσα συνάρτηση Γ 

'Γνησίως φθίνουσα συνάρτηση Ε 

:Το σύνολο τιμών της Ε 

Ὃι φυσικοί μ.ν έχουν μέγιστο κοινό διαιρέτη την μονάδα, 
δηλ. είναι πρώτοι μεταξύ τους ή πρώτοι προς αλλήλους. 
"Περιοχή κέντρου χρ και ακτίνας ε ;το διάστηµα (χρ-ε,χοε) 


'Είναι το σύνολο Κι) {1οο,--οο) 


:Το σύνολο τῶν απείρων όρων της ακολουθίας αν 
Ἕνας καλύτερος συμβολισμός του προηγουμένου 
“Ἕνας λιγότερο καλός τῶν δύο προηγουμένων 

:Ὁ π-οστός όρος της ακολουθίας (α,),., Καμιά φορά. 


καταχρηστικά , όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, 
συμβολίζει και την ίδια την ακολουθία. 


:Ὑπακολουθία της απ 
πιος 5ΗροΓΙΟΓ 
ππιες ΙΠ{ςΤΙΟΓ 


ΦΙΡΤΕΠΙΗΠΙ 


(499 
κ. 

Κ 
1(7.Ρ) 
ὑ(/.Ρ) 


β 
νά 


[/ 


μή.) 
νο) 
μή. 8) 
μί 


Γλώάν 
Τλώάς 
ῃ 

[ας 


β 
[ως 
[ως 


ς »ν.{ αλα 


ΙΠΙΠΠΙΗΠΙ 


Ὅριο της ακολουθίας αι 


τα ρα παν ας ως 


-Σα, 


κΞΙ 


Ἕαι Έα; αι 1-4, 1-....α, Ἐ.. Ξ 1π1,5. 


--/ίε(α)) 

"Ἡ αντίστροφη συνάρτηση της Ε 

:ΠΟΓΠ 

Κάτω άθροισµα της Εως προς την διαµέριση Ρ 
Άνω άθροισµα της Γως προς την διαµέριση Ρ 


Κάτω ολοκλήρωμα ΕΙεπιαήΠ 


Άνω ολοκλήρωμα ΕΙεπΙιαΠΏ 


:Κύμανση της [ως προς την διαµέριση Ρ 

:Κύμανση της Γ 

:Μήκος της συνάρτησης Γως προς την διαµέριση Ρ 
:Μήκος της συνάρτησης Ε 

:Γενικευμένο ολοκλήρωμα της συνάρτησης { από α έως 
συν άπειρο 

:Γενικευμένο ολοκλήρωμα της συνάρτησης {από πλην 
άπειρο έως σὺν άπειρο 

:Γενικευμένο ολοκλήρωμα της συνάρτησης Γ από πλην 
άπειρο έως β 


:Ορισμένο ολοκλήρωμα της συνάρτησης Γαπό α έως β 
:Αόριστο ολοκλήρωμα της συνάρτησης Γ 
"Πρωτεύουσα τιµή κατά ΟΘαποἬν του γενικευμένου 


ολοκληρώματος από πλην άπειρο έως συν άπειρο τῆς 
συνάρτησης Γ 
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Α 


Αῦεἱ 
ΑίαΥ]ςία 


Β 
ΒοτΌίῃ Ε. 
Βοτκοῖογ 
Ῥοιποιυ]]1 
Ῥοετο Ραοἱο 
Ῥο[ζαπο 

θεώρημα 
Βοπποί 
Βτούνοτ 
Βυτα]! Εοτ! 


ς 


Οαπίος 


Οατποί 
ΟαυοςΥ 


οοηί{αε]εππρ]ο 
οοπίτε-οχετηρ]ς 
οοηίτο-εδοπηρίο 
οοποδὈοταίοη 
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η] 

Ῥ᾽ Ηοσρίίαἱ 
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ὨεάσΚίπά 
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ῬιπεΠ]οί 
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Ε 
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Ε 
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ΕουτίεΓ 
ΕταοηΚοὶ 
ΕτίίΖ (νοπ) 


σα 


σάαι55 
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σοοσὶς 
σταπα! Ουἰ4ο 


Π 
Ἠα]]ου 
ἨΠεῖπο 
Ἠπ]οοτί 
Ἠουπις 


Ι 


1π[οτίοτ 
ΙΠΠΠΙΙΗ 


η 


16Π5οΠ 


κ 
Κοομ 
ΚτοπεοΚοτ Τεοροἰά 


1, 


Τ᾽ Ποςρίίαἱ κανόνας 
Γαρτάησο 

ΓαΚαίος 

Γοθο5αιο 

Γοροπάτο 


ΕΥΡΕΤΗΡΙΟ 


49.322, 
2, 


41 

47.45 

66,356 

41, 

15, 
212,213,214215,223.224, 
379 

12, 

60 


54, 56,57,60.61,62.63,64, 

65.67,71,Τ2,Τ3,75,309, 
45, 
25,29.49.117.142.175.176. 
300,308,347, 


174.369 

32], 

61, 

10.44 

335 
19.20.66.151.160.164.192, 
205,215,258,278,305,352, 
40.313,32],368 


17 
16,17, 43.44.45.46,65,66,322, 


24, 
48.49 


48 
175. 
61, 
10, 
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307355 
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76.78, 
60.61, 


294.296,297,298,299.301, 


ΓοϊοηίΖ 
Τρ5οΠ1{Ζ 


Μ 

πιβρεπία 

ΜΑΤΗ (ΑΡ 
ΜαίΠοπιαίίσα 
Μαίμοπιαίίσα 

Με Γοππη Ανάπτυγµα 
Μετίοης 


Ν 


Νεννίοη 
πΟΠ-εχαπΙρΙε 
ΟΡΟ 
Ῥοίποατο 
Ῥορρειί 


κ 
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Εἰοπιάππ 
Κοζίπβοη 

Εοᾖο Θεώρημα 
Ἐιςςοί] 


9 
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μη συγκλίνουσα 
ακολουθία μηδενική 
ακολουθία ρητών 
ακολουθία συναρτήσεων 
ακολουθία φραγμένη 
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αλγόριθμος 
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αναλυτική έκφραση 
ανθυφαίρεση 
ανοικτό σύνολο 
αντιθετοαντιστροφή 
αντιπαράδειγµα 


αντιπαράδειγµα 
αντιπροσωπευτικό 
αντιπαράδειγµα γενικό 
Αντιπαράδειγµα ειδικό 
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αντιπαράδειγµα ιστορικό 
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αντιπαραδειγµάτων κλάσεις 
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10,16,47.49.226, 
365 
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174, 


204, 
142,36] 
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3, 
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8,10,1], 


145, 
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47 

250,251,253,254, 
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92307,355 
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19.30,31,32.49.82,234.343, 


2, 
65 
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136.137, 
26.33,3494.162.357 
358 
86.59.99, 
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34,122, 
95.99, 

80, 
34,102,128 
101.102,357 
101.102,357 
363 

94.357 
267-276 

ο, 

63,64, 


30,13,17,18,104,110,114, 
119, 
23,28, 


15,38, 
14.38, 
14, 
16, 
16, 
21, 
1.6, 
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απαγωγή 
απαγωγή εις άτοπον 
απεικόνιση 
απειροστή συνάρτηση 
απόδειξη 
απόδειξη ευθεία 
αριθµήσιµος 
Αριθµός αλγεβρικός 
αριθµός άρρητος 
αριθµός οριακός 
αριθµός πραγματικός 
αριθµός ρητός 
Αριστοτέλης 
αρχή καλής διάταξης 
Αρχιμήδους -Ευδόξου 
Αξίωµα 
ασύμπτωτες 
ασύμπτωτη κατακόρυφη 
πλάγια 
συνάρτησης 
ασυνέχεια α΄ είδους 
αιρόµενη 
άρσιµη 
β΄ είδους 
εξουδετερώσιµη 
ασυνεχής 
άτοπο 
αυτοαναφορά 


Β 


Βέννια διαγράμματα 
βουστροφιδόν 


Γ 


Γαλιλαίος 

γινόμενο κατά Οαποηγ 

Γοργίας 

Γρηγόριος Νύσσης 
κερατοειδής 
οξεία 

γωνιώδη σηµεία 


Δ 


Δαρβίνος 

δεκαδική παράσταση 
δηµητράκος 
διαγώνιο επιχείρημα 
διαφορικό 
διαψευσιοκράτες 
διαψευσιοκρατία 
Διογένης Κυνικός 
Διογένης Λαέρτιος 
δυναμοσύνολο 


Ε 


ενδιαµέσων τιµών θεώρημα 
ενορατισµός 

επαγωγή 

επαγωγιστές 
επιστημολογικό 

Εύδοξος 
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εφαπτομένη ευθεία 
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ίσες συναρτήσεις 
ισοπληθικό 

Κ 
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κλάση 
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26,121, 
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356 
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35, 

105, 

65, 
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143, 

6, 

15.6, 

249, 


81 


41 
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53,57, 
367 


κλάσης αντιπρόσωπος 
σύνολο 
κλειστότητα 
κλίμαξ διαβόλου 
κοίλη συνάρτηση 
κοστρουκτιβισµός 
κριτήριο Α0οαἱ 
ζσααςΏν 
Ῥ᾽ ΑΙεῦοτί 
ΓοϊζπιίΖ 
ΚάθΌ6 
Ἠ/εἰειςίταςς (Μ- 
κριτήριο) 
λόγου (Ρ᾽ Αἰ]οοοπ) 
ολοκληρωσιμότητας 
ΕΙΕΠΙΠΙΑΠ 
Ρίζας (Οα1ο!γ) 
σύγκρισης 
συμπυκνώσεως 
Οαυοςγ 
φράγµατος 
Κύμανση συνάρτησης 
κυρτή συνάρτηση 
κυρτότητα 


Λ 


λάθος σύνηθες 
λεπτότητα διαµέρισης 
λογική 
αντίφαση 
Αριστοτέλεια 
δίτιμη 
παραγωγική 
ο πλειότιμη 
λυτική 


Μ 


μέσης τιμής θεώρημα 
ζσαπςΏγ 

μέσης τιμής θεώρημα 
Γαρτάησο 

μοντέλο 
Μπαμπινιώτης 

Ν 

Νευτώνεια 

νόμος βιογενετικός 


ο 


ολοκλήρωμα 
ΕΙεπΙαπΏ 
- Εἰεπιάπη-5Πε{65 
αόριστο 
- γενικευμένο 
γενικευμένο 
ορισμένο 
ολοκλήρωση παραγοντική 
ολοκληρώσιμη ΕΙεπιαπΠ- 


δε]ί]ες 
ολοκληρώσιμη κατά 
Τοὔῦεςαιε 

κατά 
ΚΙοπιθπῃ 


ολοκληρώσιμη τοπικά 
όριο άπειρο 

ο μη υπάρχον 
ο πεπερασμένο 
συνάρτησης 


Π 
παραγωγίσιµη 
παράγωγος αριστερή 
δεξιά 
δεύτερη 
κατ΄εκδοχήν 
πλευρική 
πρώτη 
συμμετρική 


26 
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72 
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36 
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145, 
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37, 


369 
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39, 
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1852, 
168.184, 
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168, 


239, 
367 
367 
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242.243. 
236. 
261, 
235.367 
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παράδειγµα ενάντιο 


παράδειγµα (µη) 


παραδειγμάτων κλάσεις 
πεδίο κατανόησης 
πλατυώνυξ 

Πλάτων /-ικἠ 
πρόοδος αριθμητική 
πρόοδος γεωμετρική 
πρόοδος μεικτή 
Πυθαγόρας 

πυκνότητα 


ΡΣ 


σειρά οὖοἱ 
αθροιζόµενη 
αποκλίνουσα 


ο συγκλίνουσα 
σειρές 
σηµείο εσωτερικό 
καμπής 
μεμονωμένο 
συσσώρευσης 
σκάλα του διαβόλου 
Στέφανος 
σύγκλισης κριτήριο 
συναρτήσεων σύνθεση 
συνάρτηση 
αντίστροφη 
απόλυτης τιμής 
άρρητη 
αύξουσα 
δεκαδικό µέρος 
εκθετική 
κλαδική 
λογαριθµική 
πολυωνυμική 
πρόσημο 
ρητή ᾿ 
τριγωνομετρική 
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υπόδειγμα 
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33.130, 
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282-292,304 
188.356 
168.173, 

74 

7, 
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204, 
150,153,36] 
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162.266, 
162, 
163242, 
162, 
162,266, 
162. 

163, 


159,165.362 
258.362 
258.362 
258.362 


362 
258.263,265, 
164.265, 
164.265, 

65. 
159,160,165,166, 
159,165,166,362 
164, 

19.187.210, 

365 

365 

164.265. 
155.165, 

362 

362 

318.373 


373 

364 

361 
320, 
226.220. 
157.211, 


229.230 
6.7, 
7 


26,27.96,152,196,197, 


11. 
42 
43,68.175.192,356 
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Βιβλία που σιμοποιήθηκαν στο γενικό Α΄μέρος της Εργασίας: 


Αναπολιτάνος Δ.Α. «Εισαγωγή στην Φιλοσοφία των Μαθηματικών» Εκδόσεις 
Νεφέλη -- Αθήνα 1985 


Αντωνοπούλου Κυριακούλα «Η Διδασκαλία της Γραμμικής Άλγεβρας μέσω 
4Αντιπαραδειγμάτων» Διπλωματική Εργασία -- Βιβλιοθήκη Μαθηματικού τμήματος 
Παν. Αθηνών 

Αραχωβίτης Ιωάννης «Έννοιες και Ιδέες από τήν ιστορία των Μαθηματικών αρωγοί 
στη σύγχρονη διδακτική τους» Πρακτικά 19” Πανελλήνιου Συνεδρίου Μαθηματικής 
Παιδείας σελ.Ι163-174 .-Κομοτηνή Νοέμβριος 2002 

Αραχωβίτης Ιωάννης-Αντωνοπούλου Κυριακούλα «ΠΗ τιμη Αριστοτέλεια Λογική, 
το Αντιπαράδειγµα καὶ η χρήση του στην διδασκαλία τής Γραμμικής Άλγεβρας» 
Πρακτικά 19” Πανελλήνιου Συνεδρίου Μαθηματικής Παιδείας .σελ. 224-236 
Κομοτηνή Νοέμβριος 2002 

ΒΕΠ Ε.Τ. «Οι Μαθηματικοί» Πανεπιστημιακές εκδόσεις Κρήτης -Ἠράκλειο 2001 
Βεῖσος δοΠη -- Ρεαί Ρανὶά Ε. «Ο Ταραγμένος Καθρέφτης» Εκδόσεις Κάτοπτρο 


Γαγάτσης Αθανάσιος «4ιδακτική των Μαθηματικών» Εκδόσεις «ΑΚΤ οἳ 
ΤΕΧΤΡΑ.Ε. -Θεσσαλονίκη 1995 


(Πα]πιενς Α.Ε. «Τι εἶναι αυτό που λέμε Επιστήμη;» Πανεπιστημιακές εκδόσεις 
Κρήτης -Ηράκλειο 2001 


Δαμαλάς Γεώργιος «Το Αντιπαράδειγµα και η 4ιδακτική του Σημασία» Πρακτικά 
15 Πανελλήνιου Συνεδρίου Μαθηματικής Παιδείας σελ.Ι70 -176, Χίος, 
Νοέμβριος 1998 


Δρόσος Κώστας Α. «Εισαγωγή στην Μαθηματική Σκέψη» Τόμος 1” Μαθηματικές 
Περιηγήσεις -Τμήμα Μαθηματικών Παν. Πατρών. 


Δρόσος Κώστας Α. «Περιήγηση στα Μαθηματικά» Πανεπιστήμιο Πατρών -Πάτρα 
1986 


Δρόσου Κάστα Α. -Σιαφαρίκα Παναγιώτη «Βασική αφηρημένη Ανάλυση» - Πάτρα 
1978 


Ῥανῖς Ρ..].-ΗετςΏ ΕΚ. «Η Μαθηματική Εμπειρία» Εκδόσεις Τροχαλία - Αθήνα. 


Εκπαιδευτική Ελληνική Εγκυκλοπαίδεια «Μαθηματικά --Φυσική --Χημεία» τ. Α΄ 
και Β΄ -Εκδοτική Αθηνών. 


(αγάπει Ματ «ΠΗ Μαγεία των Παραδόζων» -Εκδόσεις Τροχαλία-Αθήνα 1989 


382 


(αγάπει Μαγί]η «Το πανηγύρι των Μαθηματικών») -Εκδόσεις Τροχαλία 


Ηοννατᾶ Ενες «Μεγάλες στιγμές των Μαθηματικών µετά το |650» Εκδόσεις Τροχαλία 
-Αθήνα 1990 


Κολέζα Ε.Γ. -Μακρής Ι.Ν. - Σούρλας Κ.Β. «Θέματα διδακτικής των 
Μαθηματικών» Εκδόσεις (πίοεηβετρ Αθήνα 2000 


Κολέζα Ευγενία «[νωσιολογική και Διδακτική [Προσέγγιση των στοιχειωδών 
Μαθηματικών Εννοιών» Εκδόσεις Τ,οαἆοτ Βοοχκς -- Αθήνα 2000 


ΚΙπε Μοντ «Τα Μαθηματικά στον 4υτικό Πολιτισμό» Τόμος Β΄ Μετάφραση 
Σπύρος Μαρκέτος -Εκδόσεις Κώδικας 


ΓαΚαίος Ιπ1γ6 «Αποδείξεις και Ανασκευές-Η Λογική της Μαθηματικής ανακάλυψης» 
Εκδόσεις Τροχαλία -Αθήνα 1996 


Γε|εϊ( Απάγζε] «Εισαγωγή στα Σύνολα καὶ την Τοπολογία» Εκδόσεις Τροχαλία. 
Μπαοι ΕἸ «Τριγωνομετρικά Λουκούμια» Εκδόσεις Κάτοπτρο -Αθήνα 2002 


Πατάκη «{εζικό Μαθηματικών»ν(Ῥυάοη , Κεοπποη ππἁ ΜείπεπιαΏΚ) Μετάφραση -- 
επεξεργασία Γ.Ν. Παντελίδη-Δ.Χ. Κραββαρίτη -Αθήνα 1997 


ῬιςΚκει Κπάν «Το Άπειρο και ο Νους» -Πανεπιστημιακές εκδόσεις Κρήτης -- 
Ἡράκλειο 1999 


ϑάγνννετ ΥΥ.ΥΥ. «Τι είναι ο Απειροστικός 4ογισμός» Εκδόσεις Τροχαλία -Αθήνα 1993 


ϑε]46η ἆομπ - Φε]άεπ Αππίε «Τε Ιοῖο οἵ Εχαπιρίες ἵπ [Γατηῖηρ ΜαίΠοπια[ἰσδ» 
1998 Πίίρ://Νν/νννν.πιαα.οἵρ/{ απά 1/ϑἀπιρ]οτ/τ6 5.ΠίΠΙΙ 


51ησῃ ΙΠΙΟΠ «Το τελευταίο Θεώρημα του Φερμά» Εκδόσεις Π. Τραυλός -Αθήνα 
1998 


οίγιυῖ]ς Γἱγ]ς δ. «Συνοπτική Ιστορία των Μαθηματικών» Εκδόσεις Ι.Ζαχαρόπουλος -- 
Αθήνα 1982 


Τουμάσης Μπάμπης «Σύγχρονη Λιδακτική των Μαθηματικών» Εκδόσεις (πίεηῦθετρ 
Αθήνα 2000 


ΥΠοηΚίη Ν. Υὰ «Αναζητώντας το ἄπειρο» Εκδόσεις Κάτοπτρο -- Αθήνα Απρίλιος 
1997 


Φάππα Νίκου Α. «ΠΗ απόδειζη στα Μαθηματικά» -Αθήνα Ιανουάριος 1990 
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Βιβλία που σιμοποιήθηκαν στο Β΄ ειδικό μέρος της εργασίας. 
Άγγες ΕΓαπίς «Γενικά Μαθηματικά» 950 Λυμένα και |098 ἄλυτα προβλήματα -- ΕΣΠΙ 
Αθήνα 1983 
Αγάπης Τάσος «Μελέτη και γραφική παράσταση Συναρτήσεων» -Αθήνα Ιούνιος 2001 


ΒΕΙΠΙΑΠ (.Ν. «Προβλήματα Μαθηματικής Αναλύσεως» Τόμος Α΄Εκδόσεις Γ. 
Σπηλιώτη Αθήνα 1997 


Γαλάνης Ε. «Εισαγωγή στην Πραγματική Ανάλυση» -Εκδόσεις Συμεών -Αθήνα 1988 


Γιαννακούλιας Ευστάθιος «Σηµειώσεις στην διδακτική του Απειροστικού Λογισμού» 
-Αθήνα 11/4/2002 


(ε]ρ41Ππ1 Βογπ4Γ4 Ν.- ΟΙπιςίεά ο Μ. “Οομπίενεχαπιρἰες ἵπ Απα]νείς” -Ἠο]άοη 
Ώαγ , [πο 58η Εταποίςοο 1964 


Κάππου Δημητρίου Α. Μαθήματα Αναλύσεως «Απειροστικός 4{ογισμός» Τεύχος 
Α΄ Αθήνα 1962 


Κάππου Δημητρίου Α. Ασκήσεις Αναλύσεως «Απειροστικός 4{ογισμός» Τεύχος 
Α΄’ Αθήνα 1964 


Κάππου Δημητρίου Α. Ασκήσεις Αναλύσεως «Απειροστικός 4{ογισμός» Τεύχος 
Β΄ Αθήνα 1965 


Κάππου Δημητρίου Α. Ασκήσεις Αναλύσεως «Απειροστικός 4{ογισμός» Τεύχος 
Γ᾽ Αθήνα 1967 


Κυβεντίδης Θωμάς «4ιαφορικός Λογισµός» Συναρτήσεων µιας Πραγματικής 
Μεταβλητής Τεύχος Πρώτοάς Τεύχος Δεύτερο Εκδόσεις Ζήτη -Θεσσαλονίκη 2001 


Νεγρεπόντης Σ. Γιωτόπουλος Σ. Γιαννακούλιας Ε. «Απειροστικός {ογισμός» 
Τόμος Ι. Εκδόσεις Συµµετρία Αθήνα 1999 


Νεγρεπόντης Σ. Γιωτόπουλος Σ. Γιαννακούλιας Ε. «Απειροστικός {ογισμός» 
Τόμος Πα . Εκδόσεις Συµµετρία Αθήνα 2000 


Νεγρεπόντης Στυλιανός «Εισαγωγή στον Απειροστικόὀ 4ογισμό» -Σημειώσεις 
Παραδόσεων- Παν. Αθηνών -Αθήνα 1976 


Ντούγια Σωτήρη Κ. «Απειροστικός Λογισµός Ι» -Πανεπιστήμιο Ιωαννίνων -- 
Ιωάννινα 2000 


Ντούγια Σωτήρη Κ. «Απειροστικός Λογισµός 2» -Πανεπιστήμιο Ιωαννίνων -- 
Ἰωάννινα 2000 
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Παντελίδη Γεωργίου Ν. «Βιβλίο του Λιδάσκοντος για το Μάθηµα Ανάλυση της 
{Γ΄ {υκείου» Εκδόσεις Ζήτη -- Θεσσαλονίκη 1998 


Πουλέας Ε. «{ογισμός [» Θεσσαλονίκη 2003 
Πουλέας Ε. «{ογισμός ΠΠ» Θεσσαλονίκη 2003 


Σπανδάγου Βαγγέλη «Σειρές Θεωρία -Μεθοδολογία-400 ασκήσεις -Εκδόσεις 
Αίθρα - Αθήνα Ιανουάριος 2002 


Σπανδάγου Βαγγέλη «Ασκήσεις Απειροστικού Λογισμού» Εκδόσεις Αίθρα Αθήνα 
2002 

Χπανδάγου Ευάγγελου-Σπανδάγου Ρούλας «Μαθηματικά Παράδοζα καὶ 
Μαθηματικά παιγνίδια» Εκδόσεις Αίθρα -- Ιούνιος 2003 


ορίνακ ΜΠεΙαεἰ «4ιαφορικός και Ολοκληρωτικὀς 4{ογισμός» Πανεπιστημιακές 
εκδόσεις Κρήτης Ηράκλειο 2001 
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ΣΥΝΤΟΜΟΓΡΑΦΙΕΣ 


πρωτεύουσα τιµή κατά Οααοηγ 
ΞΕΙεπιαπη-ρίίο]ί]ες 
Ξαντιπαραδείγματος χάριν 
βλέπε 

Ξγνησίως 

Ξ δηλαδή 

ΞΕυρωπαϊκή ένωση 

Ξ ηλεκτρονικός υπολογιστής 
Ξ θεώρημα ενδιαµέσων τιμών 
-- θεώρημα μέσης τιμής 

Ξκαι άλλα 

Ξκαι ούτω κάθε εξής 

Ξλόγου χάριν 

Ξόπερ έδει δείξαι 


Ξ Οργανισμός εκδόσεων Διδακτικών 


Βιβλίων 


ΞΟργανισµός Οικονομικής Συνεργασίας 


ὅς Ανάπτυξης. 
--παραδείγµατος χάριν 
Ξ σηµείο συσσωρεύσεως 
Ξσελίδα 

Ξτόμος /οι 
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Διεύθυνση κατοικίας: 
Γιάννης Πλατάρος του Παναγιώτη. 


Καπετάν Κρόμπα 37 
242 00 ΜΕΣΣΗΝΗ 


Τηλ. Οικίας : 27220-23585 


Τηλ. Οικίας: 27220-22164 
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